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MEMOIRE 

SUR  LA  POUSSÉE  QUE  DES  TERRES  NOUVELLEMENT  REMUÉES 

EXERCENT   CONTRE    LE    PAREMENT    d'tJN    MUR    d' APPUI-, 

Par  M    P.-D.   SAIAT-GUILHEM , 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


§    I6 


1.  On  suppose,  dans  le  §  1er  de  ce  Mémoire,  que,  sans  négliger  ni  le 
frottement  des  terres  ni  leur  adhérence  lorsqu'elles  glissent  sur  elles- 
mêmes  ou  sur  le  parement  du  mur  d'appui,  on  attribue  au  remblai 
soutenu  par  le  mur  un  profd  polygonal  quelconque. 

M.  Poncelet  a  publié  il  y  a  peu  de  temps,  dans  le  n°  i3  du  Mémorial 
de  Vojfwier  du  Génie ,  des  recherches  géométriques  très-intéressantes 
sur  ce  sujet;  mais  il  a  négligé  entièrement  l'adhérence  des  terres  entre 
elles  et  avec  le  parement  du  mur.  La  solution  suivante,  purement 
analytique,  est  très-simple  et  très-générale,  comme  on  va  le  voir. 

On  supposera  que  le  massif  des  terres  et  du  mur  est  prismatique  et 
qu'il  a  une  longueur  indéfinie;  mais  on  ne  considérera  de  ce  massif 
qu'une  longueur  égale  à  l'unité. 

Soient  AB  [fig.  i,  PL  I)  le  profil  du  parement  intérieur  du  mur,  B 
étant  le  point  le  plus  bas;  BC  la  ligne  suivant  laquelle  la  rupture  des 
terres  est  censée  avoir  lieu;  C  le  point  où  cette  ligne  rencontre  le  pro- 
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fil  EF  d'une  des  faces  du  remblai;  D  un  point  pris  sur  le  prolonge- 
ment de  EF  entre  le  mur  et  la  ligne  de  rupture,  de  telle  manière  que 
le  triangle  BCD  soit  équivalent  à  la  section  du  prisme  qui  s'éboule 
Nommons  d'ailleurs  : 

r  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  B  sur  la  ligne  EF  prolongée; 

tx  l'angle  que  la  droite  BD,  dirigée  de  B  vers  D,  fait  avec  une  horizon- 
tale menée  par  le  point  B  du  coté  des  terres  (cet  angle  est  le  même 
que  si  le  point  C  coïncidait  avec  le  point  E,  par  conséquent  il  est 
connu); 

6,  ).,  w  les  angles  que  les  droites  DC,  BA,  BC  font  avec  la  même  ho- 
rizontale ; 

y  la  résistance  par  unité  superficielle  que  deux  portions  du  massif  de 
terre  éprouvent  en  glissant  l'un  sur  l'autre  par  la  seule  adhérence 
tles terres  entre  elles; 

P  la  résultante  des  forces  que  font  naître,  d'une  part,  la  réaction  de  la 
face  AB  contre  le  prisme  de  rupture,  d'autre  part,  le  frottement 
et  l'adhérence  que  produirait  !e  prisme  de  rupture  en  glissant  le 
long  de  la  face  AB; 

<p'  l'angle  aigu  que  la  force  P  fait  avec  la  normale  au  parement  AB  (cet 
angle  est  censé  connu)  ; 

F  la  résultante  de  la  réaction  du  plan  BC  contre  le  prisme  de  rupture 
et  du  frottement  des  terres  contre  ce  plan  ; 

f  l'angle  aigu  que  le  talus  naturel  des  terres  fait  avec  l'horizon  ou 
l'angle  que  la  force  F  fait  avec  la  normale  au  plan  BC; 

S   la  force  provenant  de  l'adhérence  des  terres  entre  elles  sur  toute 

l'étendue  BC;  cette  force  =  .    ,yr — -; 

sin  (w  —  G) 

Q  le  poids  du  prisme  de  rupture; 
p   sa  densité. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  qu'au  moment  où  le  prisme  de  rup 
ture  est  près  de  glisser  sur  le  plan  BC,  il  y  a  équilibre  entre  les  forces 
Q,  F,  P  et  S.  Donc  si  l'on  projette  ces  forces  sur  une  droite  qui  fasse 
avec  l'horizontale  menée  du  côté  des  terres  un  angle  égal  à  m  —  w,  on 
aura,  en  observant  que  ces  forces  font  respectivement  avec  l'horizon- 
tale désignée  des  angles  égaux  a  270  degrés,  u  +  900  —  9,  X  —  900  4-  »' 
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et  w  ;  on  aura ,  dis-je ,  la  relation  [*] 

(i)  Qsinw  —  s)  =  Psin    X-t-q>'-r-o  —  a)  -t-   ? ,e°S\*- 

Observons  maintenant  que  le  poids  Q  du  prisme  de  rupture  est  égal  à 
sa  densité  multipliée  par  l'aire  du  triangle  BDC ,  laquelle  est  numéri- 
quement égale  à  — : — 5 — r- r ^;   cette  expression  sera   générale- 

1  D  2  sin  y.  —  1 1  sin  (w  —  6)  r 

ment  positive  :  nous  la  supposerons  telle. 

Remplaçons,  dans  les  formules  qui  précèdent,  sin  (a  —  w),  sin  (m  —  ê  , 
sin  (à  +  <pf  -f-  f  —  u)  par  les  expressions  respectivement  équivalentes 

sin(a  —  <p)  cos(w — <p)  —  sin(co —  f)  cos(a—  r 
sin(<o— <p)  cos(<p  —  ë)-4-cos(«— <p)  sin  (<p — ê), 
sin  (X+ç')  cos(w  —  ç")  —  cos  X-f-ç'    sin  (w — y); 

posons  d'ailleurs,  pour  abréger. 

/>.-2  COS  (a  —  o)  .  '/r  cos  ç,  _    _ 

2sin(a  —  €)  cos(^ —  S)  cos(>  -t-9')  '      cos().-f-tp')  cos(ç —  ê) 

tang(a —  ç)  =  a,     tang  (^5  —  S)  =  b,     tang  /  -+   ç/    =  c, 

tang  (m  —  tp)  =  x, 

l'équation  (1)  se  transformera  aisément  dans  la  suivante 

(a)  P  =  A,   {*-°]x    ,  +  B 


(.r  -t-  è)  [x  —  c  (x  -f-  b)  (x  —  c 

ou  bien  ,  en  décomposant  les  fractions  composées  en  fractions  simples, 
et  faisant ,  pour  abréger, 

A(c  -  <ï)c  +  B(i  +  ca)  =  N, 

A(rt  +  b)b  ■+■  B  1  -+-  b2)  =  D. 
on  aura 

(3)  p^+B+^p »    V 


[*]  Pour  avoir  une  quelconque  de  ces  projections,  il  faudra  évidemment  multiplier 
la  force  correspondante  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'horizontale  dirigée 
vers  les  terres,  diminué  de  w  —  <p. 

1. 
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La  ligne  suivant  laquelle  nous  avons  supposé  que  les  terres  tendaient 
à  se  rompre  est  une  ligne  tout  à  fait  arbitraire;  pour  avoir  la  ligne  de 
rupture  naturelle,  il  faut,  conformément  au  principe  de  Coulomb, 
chercher  la  valeur  de  x  qui  rend  P  un  maximum.  Cette  valeur  satisfait 

à  l'équation  — =  o;  or,  cette  condition  donne  immédiatement 

ce  ï3=*v£=*' 

ou  bien 

c  +  bK 

(5)  x  =  7+Ë  ' 

La  valeur  de  P  correspondante  à  cette  double  valeur  de  x  sera  donnée, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  [*],  par  la  formule 

6)  P  =  A-j-B 


(x  -+-  bf 

Parmi  les  deux  valeurs  de  x  que  nous  avons  trouvées,  il  y  en  a  néces- 
sairement une  qui  correspond  au  maximum  de  la  poussée  :  pour  la 
distinguer  de  l'autre,  il  faut,  d'après  les  principes  du  calcul  différen- 

tiel,  déterminer  celle  qui,  substituée  dans  l'expression  de  -7-7,  donne 

un  résultat  négatif;  or,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (3),  on  a 

cr-p  _  2D  x—c 

dx*         (x  ■+-  b)7  [x  -+-  cf  '  x  ■+■  b 

Nous  avons  trouvé  précédemment  que  pour  les  valeurs  de  x  dont  il 

s'agit,  le  rapport  7  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  :  si 

l'on  prend  celle  pour  laquelle  le  rapport 7  a  un  signe  contraire  à 

r/'P 

celui  de  D,  la  valeur  de  -—  correspondante  sera  évidemment  négative  : 
P  sera  un  maximum.  Dans  le  cas  contraire,  -yr  sera  pos'bf ,  P  sera  un 


[*]  On  y  parviendra  aisément  en  substituant  pour  x  —  c  et  x  ■+-  b  leurs  valeurs  tlaus 
l'équation  (3). 
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minimum;  en  d'autres  termes,  suivant  qu'on  prendra  D.R  négatif  ou 
positif,  on  aura  pour  P  une  valeur  maximum  ou  minimum.  La  première 
de  ces  valeurs  correspond  à  la  poussée  naturelle  ;  la  seconde  est  étran 
gère  à  la  question  [*];  mais  si  l'on  y  change  (p  en  —  <p,  <?'  en  —  <p',  elle 
représente  une  poussée  particulière  qui  a  une  grande  importance  dans 
certaines  applications  :  M.  Poncelet  l'a  appelée,  pour  la  distinguer  de 
l'autre,  la  butée  des  terres;  elle  correspond  évidemment  au  cas  où  le 
prisme  de  rupture  ,  au  lieu  de  descendre,  tendrait  à  remonter  le  long 
du  plan  de  rupture. 

Toutefois,  pour  que  ces  valeurs  de  x  soient  admissibles,  il  faut 
qu'elles  correspondent  à  des  plans  de  rupture  qui  rencontrent,  comme 
on  l'a  supposé,  la  face  du  remblai  EF  entre  les  points  E  et  F.  S'il  n'en 
était  pas  ainsi ,  on  devrait  recommencer  le  calcul  par  rapport  à  une 
autre  face. 

2.  Lorsqu'on  néglige  la  force  qui  provient  de  la  cohésion  des  terres 
entre  elles,  auquel  cas  B=o,  l'expression  delà  poussée  peut  se  mettre  sous 
une  forme  plus  commode  pour  le  calcul  que  l'expression  (6).  En  effet , 
si  l'on  différentie  directement  l'expression  (2),  en  regardant  la  quantité 

; —     ,  ~    — ;  comme  le  produit  de  deux,  facteurs,  dont  l'un   serait 

(x  -\-b)(x  —  c)  r 

l'autre  ,  on  trouve  immédiatement 


A(a  +  b)         x  kc       x — a 

(x  +  b)2  '  (x — c)2        x  —  c'  x  —  b 

d'où  l'on  déduit  facilement 

Axlx — a)       A  (a  +  b) 

[x  —  c)  (x  -+-  b)  c 

ou,  en  vertu  de  l'équation  (4), 


\x+b)    - 


p=A!?+*N.  +  ^r 

(b   +    C) 


[*]  Observons  cependant  que  si  «  était  négatif,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  certains 
cas,  la  valeur  de  P  dont  il  s'agit  donnerait,  en  y  supposant  <j/  =  o,  la  plus  petite  poussée 
qui,  appliquée  extérieurement  au  parement  du  mur,  suffirait  pour  rompre  le  massif  des 
terres. 
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Pour  distinguer  la  valeur  maximum  de  ia  valeur  minimum,  ou  re- 
marquera que  l'on  a  DR  =  A  [a  +  b)c.  -R;  que  A  (a  -+-  b)c  est  es- 
sentiellement positif,  sans  quoi  la  poussée  serait  négative,  ce  qui  est 
inadmissible  :  de  là  il  résulte  que  P  sera  un  maximum  si  l'on   prend 

pour  R  la  valeur  qui  rend  -.R  une  quantité  négative  ;  que  P  sera  un 
minimum  dans  le  cas  contraire:  en  d'autres  termes,  si  l'on  appelle 
K.  la  valeur  numérique  de  -  R,  on  aura 

le  signe  inférieur  de  K  étant  relatif  au  maximum,  le  signe  supérieur  au 
minimum. 

Si  l'on  remplace  A,  R,  a,  b,  c  par  leurs  valeurs  exprimées  au 
moyen  de  1 ,   (p,  <p',   a,  §,  p,  /',  on  aura 


(7)  K=V/ 


sin(>  — t—  <p  — I—  <p'  —  a)  sin( 


sin(a  —  ê)  sin(/  -f-cp') 

2  r       sin2  (1  +  7  +  if  —  6  )  v 

la  valeur  de  x,  correspondante  à  cette  valeur  de  P,  étant  donnée  par  la 
formule 


9)  x~ 


_  (i  ±R)  tang(X  +  ?') 


tang(X  +  y')K 
tang  h  -+-  ê  ) 


Il  ne  faudra  pas  oublier  que  dans  ces  formules  les  signes  supérieurs  et 
inférieurs  des  termes  affectés  de  double  signe  se  correspondent ,  et  que 
pour  avoir  la  butée,  on  doit,   dans  l'expression  du  minimum  de  P, 

changer  <p  en  —  <p,  et  cp'  en    —  <p'. 


[*]  Si  >  -l-  ij/  =  go°,  on  aura  simplement 


*W 


cos(ç— a)sin(y  — §)  H  (i  ±K)tapg(<p— ë) 

sin  (a  —  ê)  K 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  7 

5.  La  formule  (8  donne  lieu  à  une  construction  graphique  très-re- 
marquable et  très-simple  :  menons  par  le  point  B  une  droite  BO  qui 
fasse  avec  l'horizontale  menée  du  côté  des  terres  un  angle  égal  à 
X  -4-  <p  -+-  <p'  et  qui  rencontre  EF  prolongé  en  O;  menons  par  le  point  D 
une  droite  DG  qui  fasse  avec  la  même  horizontale  un  angle  égal  à  9  et 
qui  rencontre  BO  en  G,  on  trouvera  aisément,  à  l'aide  des  principes  de 
la  trigonométrie , 

BO  _         sin  (a  —  ? )  OG  _  sin(<p  — 6)j 

ÔD  —  sin(>+  </' —  a)'       ÔD  —  sin  (>  +  ?')' 

par  conséquent 

OG  „ 

ÔB  =  R- 

Si  l'on  prend  d'ailleurs  sur  la  ligneOB  un  point  X,  telqueOX  =OG.OB, 

et  si  l'on  fait  attention  que  OB  =    .  — . — -.-.,  on  verra  que  Ton 

n  sin  (  /.  -i-  <p  -+-  <p'  —  S  ) 

a  simplement 

P  =  |psin(X  -f-«p')BX2, 

en  ne  prenant  que  la  valeur  de  P  qui  correspond  au  maximum  de  la 
poussée. 

Il  est  très-facile  d'obtenir,  par  une  construction  analogue,  ce  que 
devient  la  valeur  minimum  de  P  lorsqu'on  y  change  y  en  —  ©  et  f!  en 
—  ©'  :  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas.  Ces  constructions  sont  précisé- 
ment celles  auxquelles  M.  Ponceiet  est  parvenu  directement  (pour  le 
cas  particulier  dont  il  s'agit)  par  des  considérations  purement  géomé- 
triques, dans  son  beau  Mémoire  sur  la  stabilité  des  revêtements. 

4.  La  détermination  du  point  d'application  de  la  poussée  sur  i<j 
parement  AB  du  mur  ne  présente  pas  de  difficulté.  Désignons  par  N  la 
réaction  du  parement  AB  contre  le  prisme  de  rupture  (ou  la  force  P 
estimée  suivant  la  normale  à  AB);  par  Nz  [*]  la  valeur  de  N  correspon- 
dante à  une  longueur  z  du  parement ,  comptée  à  partir  du  point  le  plus 
élevé  A;  par  /  la  longueur  totale  AB  du  parement;  par  L  le  moment 

[*]  Si  l'on  désigne  par  7'  la  résistance,  par  unité  superficielle,  que  les  terres  éprou- 
vent en  glissant  sur  le  parement  AB  en  vertu  seulement  de  leur  adhérence  au  paremeni . 
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de  la  poussée  exercée  sur  le  parement  AB  par  rapport  au  point  A ,  on 
aura  la  formule 

(10)  L  =  fzdTX„ 

l'intégrale  étant  prise  depuis  z  =  o  jusqu'à  z  =  L 

Si  cette  intégrale  ne  peut  être  obtenue  exactement  par  des  calculs 
simples ,  on  se  bornera  à  calculer  approximativement  la  somme  des 
éléments  zdNz,  en  faisant  varier  z  par  degrés  insensibles.  Connaissant 
L ,  en  le  divisant  par  la  valeur  de  N  correspondante  à  la  longueur  totale 
AB  du  parement,  on  aura  la  distance  du  point  A  au  point  d'application 
de  la  poussée  sur  le  parement. 

La  formule  (10)  s'applique  à  toutes  les  hypotbèses;  mais  si  l'on 
suppose  B  =  o,  comme  dans  les  formules  (7),  (8)  et  (9),  on  simplifiera 
généralement  la  formule  (10),  en  observant  qu'une  première  intégration 

par  parties  donne  L  =  VI  —    l    N.dz. 

Si  l'on  pose  maintenant  IN,  =  z2T,  et  qu'on  intégre  de  nouveau  par 
parties,  en  considérant  z2dz  comme  la  différentielle  d'une  partie,  on 
aura 

(11)  L  =  *PZ  +  f/VrfT. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  l'intégrale  de  zV/T  depuis  z  =  o  jusqu'à 
z  =  l  :  on  l'obtiendra  facilement  par  approximation,  si  l'on  ne  peut  pas 
l'avoir  exactement. 


et  par/'  le  coefficient  du  frottement  dans  ce  glissement ,  on  aura  généralement 

N.  =  P  cos  <p', 
■/  étant  donné  par  la  formule 

f  '  P  cos  y'  +  7  'z  =  P  sin  <p  ', 
ou  par  la  suivante 

V1  (i+f'^cos1  y'  ■+-  2P/'7'zcosç>'=  P: —  7/;3-; 
si  7  '  est  sensiblement  nul ,  on  aura  simplement 

tangy  =/', 
ce  qui  devait  être. 
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§  n. 

APPLICATIONS    A    DES    CAS    PARTICULIERS., 

Cas  d'une  terrasse  dont  le  plan  supérieur  monte  à  partir  de  l'arête 
du  couronnement  du  mur,  en  faisant  avec  l'horizon  un  angle  moindre 
que  celui  du  talus  naturel  des  terres. 

5.  On  supposera,  pour  plus  de  simplicité,  dans  les  diverses  applica- 
tions qui  vont  suivre ,  qu'on  néglige  l'adhérence  des  terres  entre  elles , 
leur  adhérence  au  parement  du  mur  et  leur  frottement  sur  ce  parement. 
Alors,  pour  trouver  la  poussée,  on  n'a  qu'à  faire,  dans  les  formules 

(7),  (8)  et  (1  1),  savoir  : 


ce  qui  donne 


<p'  =  o ,      a  =  X  ; 

K  =  1 /sin  f  sin  (?  ~  s) 
V  si 


('3)  P  =  iFW^F^(« 


sin  (  X  —  6  )  sin  X  ' 
sinX 
sin2  (  X  —  6  -+•  < 


(i4)  L=fP7. 

6.  Si  l'on  suppose  que  l'on  ait  S  =  o,  c'est-à-dire  que  la  terrasse  soit 
horizontale,  on  aura 

sin  x 
et,  par  suite,  si  l'on  observe  que 

/'  =  /  sin  X , 
que 


que 


.           .                     .     X  —  <p          X  -f-  1 
sin  À  —  sin  <p  =  a  sin L  cos 


sin  (  X  -+-  <p)  =  2  sm L  cos  — 


et  si  l'on  pose  d'ailleurs 


Tome  IX.  —  Janviek  i8^4 


■T  _ 
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on  aura  simplement 

(16)  L  =  fP/. 

La  ligne  de  rupture  a,  dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit,  une  direc- 
tion remarquable  :  on  déduit  en  effet  de  l'équation  (9), 

(in)  (.-K)tangX 

X  ~  tan?  \        ' 

1  +  -— --  K 
tang? 

et ,  en  observant  que 

•      s  •      X  —  'f  X  -f-  tp 

sin  A  —  sin  as  =r  2  sin cos , 

T  22 

et  que 

.                                               X  -+-  m            X  —  ai 
COS  A  -f-  COS  63  =  2  cos cos  —  , 


on  aura  simplement 

(18)  x  =  tang =  tang  ç> , 


X-?_ 


Si  l'on  désigne  par  P'  et  x'  ce  que  deviennent  P  et  x  dans  l'hypothèse 
de  la  butée  des  terres  [on  obtiendra  ces  quantités  en  changeant  K  en 

—  R  et  (p  en  —  <p  dans  les  formules  (i3)  et  (17)],  on  aura 


:,9)  P'=i/,(.Si„x[»»£^)]^ 


(20)  x'  =  tang =  tang  (  A  —  <p,  ). 

Si  l'on  fait  attention  que  x'  =  tang(w  +  <p),  on  déduira  de  là 

Il  résulte  des  formules  (18) et  (20),  i°  que,  dans  le  cas  de  la  poussée, 
la  ligne  de  rupture  divise  en  deux  parties  égales ,  comme  on  le  sait 
depuis  longtemps ,  l'angle  que  le  parement  du  mur  fait  avec  le  talus 
que  prendraient  naturellement  les  terres  si  l'on  reculait  le  mur;  20  que. 
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dans  le  cas  de  la  butée,  la  ligne  de  rupture  fait,  avec  l'horizontale  di- 
rigée vers  les  terres,  un  angle  égal  à  la  moitié  de  celui  dont  il  vient 
d'être  question;  en  sorte  que,  si  le  parement  était  poussé  d'un  côté  et 
buté  de  l'autre  par  des  terres  de  même  nature,  les  deux  lignes  de 
rupture  seraient  à  angle  droit  l'une  sur  l'autre. 

Cas   d'une  terrasse  en  parapet   dont  le  plan  supérieur  jorme   avec 
l'horizon  un  talus  plus  doux  que  le  talus  naturel  des  terres. 

7.  On  suppose  que  le  pied  du  talus  du  parapet  ACD  coïncide  avec 
l'arête  intérieure  A  (Jig-  2)  du  couronnement  du  mur;  que  le  talus  AC 
forme ,  avec  l'horizontale  dirigée  vers  les  terres,  un  angle  ë0  ;  que  le  plan 
supérieur  CD  de  la  terrasse  fait  avec  la  même  horizontale  un  angle  ê,  ; 
enfin,  que  la  partie  Ka  du  parement  prolongé  comprise  entre  le  point 
A  et  le  plan  CD  prolongé,  est  égale  à  h.  On  conserve  d'ailleurs  pour  > . 
tp  et  a  les  conventions  faites  précédemment.  Cela  posé,  distinguons 
deux  cas  :  60  est  >  ou  <  <p. 

Soit  S0  >  <p,  z  étant  une  portion  quelconque  Ab  du  parement,  et  c/.- 
la  valeur  de  a  correspondante.  Il  est  visible  que  pour  avoir  v.z  il  faudra 
mener  AÀ  parallèle  a  bC  et  joindre  bk.  L'angle  que  bk  fera  avec  l'ho- 
rizontale dirigée  vers  les  terres  sera  la  valeur  de  az.  D'après  cela ,  on 
trouvera  facilement  [*],  au  moyen  des  principes  de  la  trigonométrie, 


[*]  Le  triangle  AnC  donne 


h  sin  Çk —  ê0) 


les  deux  triangles  akk ,  abC,  compares  entre  eux,   donnent 

ah ■  = '—.aC; 

z  +  h 

le  triangle  bak  donne 

ab  ■+■  ak 
ab  —  ak 


tang  (b  +{«)=:  tang  j  a . 


Si  l'on  observe  d'ailleurs  que  a  =r  180°  —  a  -+■  6,,  et  que  b  =  "a  —  a, ,  on  aura  immé- 
diatement la  formule  du  texte. 
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que  y.z  est  donné  par  la  formule 

ou,  en  posant  pour  abréger 

r„,\  /      A     Y  sin  (a  — g0)  , 

l'21'  (— TT     — A= ^  =  tans  A-., 

\z  +  /(  '    sin(g0 —  6,)  b     "' 

par  la  formule  suivante, 

cot  L,  -  ^l)  =  tang  (45°  +  *,)  cot  (^^Y 

Connaissant  «.,  on  aura  la  valeur  de  P  correspondante  à  une  valeur 
quelconque  de  z,  au  moyen  des  formules  suivantes,  déduites  des  foi- 
mules  (7)  et  (8)  : 


,    o-,  K  _      /sin  (l-hf  —  a-.)  sin  (y  —  g, ) 

*  -  V    ~        sin  (a,  -  g.JsinX  ' 

l    ,\  n  1      3    •     ■»   r('  —  K)sin(>  —  g,)~|2 

v    '  L  sin  (^  +  ?  —  s,  )   J 

Si  l'on  combine  la  formule    1 1),  dans  laquelle 

2/  I       sin(). +  ?— g,.)    J' 

avec  les  formules  (2  ),  (22),  (23)  et  (24),  on  aura  la  valeur  de  L. 

8.  Soit  §0  <'  y  ;  il  pourra  arriver  que  la  ligne  de  rupture  correspon- 
dante à  l'extrémité  inférieure  du  parement  ne  rencontre  pas  le  plan 
supérieur  ou  bien  le  rencontre  quelque  part.  Dans  le  premier  cas ,  on 
tombe  dans  la  première  application  que  nous  avons  faite  (5/;  dans  le 
deuxième  cas  ,  on  cherchera  la  ligne  de  rupture  qui  aboutit  à  l'arête  ('., 
fig.  3,  du  plan  supérieur.  On  la  trouvera  en  observant  qu'en  vertu  <\e> 
formules  (7)  et  (9)  on  a 

(25)  R=      /sin?sin(?-Cj> 

v  V    sm(l  —  g)  sin  a 

.               f  1  —  K  )  tang  \ 
(,b,  tang(W-?)=  -i ^V~- 

1  -f-  K 

tang  (<j>  —  g„  | 
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Connaissant  w  —  ep ,  et  par  conséquent  X  —  a,  on  connaîtra,  dans  le 
triangle  kbC,  le  côté  AC  et  les  angles  A  et  h,  par  conséquent  kb  sera 
donné  par  les  formules 

sin()-»)  sin(60  — 6,) 

Cela  fait,  on  calculera  la  poussée  sur  kb  et  son  moment  au  moyen  des 
formules  du  n°  5.  La  poussée  sur  B6  et  son  moment  s'obtiendront  au 
moyen  des  formules  du  numéro  précédent.  Seulement  on  fera  attention 
que  dans  la  formule  (i  i)  l'intégrale  doit  être  prise  à  partir  de  z  =  kb 
et  non  à  partir  de  z=  o. 

PROBLl.JME. 

ï).  «  Une  caisse  dont  le  profil  est  un  rectangle  à  base  horizontale 
»  et  dont  la  longueur  est  indéfinie,  est  remplie  de  terre  jusqu'au  ni- 
»  veau  des  bords;  on  demande  la  pression  sur  les  côtés  et  sur  le  fond 
»  de  la  caisse.   » 

Soit  ABCD,  fig.  4,  la  section  transversale  de  la  caisse  dont  il  s'agit. 
Occupons-nous  d'abord  de  la  pression  sur  les  faces  AB  et  DC  :  il  est 
évident  que  si,  à  côté  de  la  caisse  ABCD,  on  place  sur  le  plan  horizon- 
tal ,  et  touchant  l'autre,  une  nouvelle  caisse  DCEF  parfaitement  égale 
à  la  première  et  remplie  d'une  terre  semblable,  la  cloison  commune  DC 
éprouvera  des  deux  côtés  la  même  pression,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  l'action  des  terres  de  la  caisse  DCEF  sur  les  terres  de  l'autre 
caisse  remplacera  identiquement  l'action  de  la  cloison  sur  celles-ci.  De 
même,  on  pourra  remplacer  l'action  de  la  cloison  FE  sur  les  terres  de  la 
seconde  caisse  par  l'action  des  terres  d'une  troisième  caisse  semblable  aux 
deux  premières,  et  ainsi  de  suite.  Donc  l'action  des  terres  de  la  caisse 
ABCD  sur  la  face  AB  sera  la  même  que  si  la  largeur  de  la  caisse  était  indé- 
finie dans  le  sens  AD.  La  pression  sur  DC  s'obtiendra  de  la  même  manière. 

Passons  maintenant  à  la  pression  exercée  sur  le  fond  de  la  caisse. 
Appelons  h  la  hauteur  de  la  caisse  ;  e  sa  largeur;  ©,  l'angle  que  la  lign:> 
de  rupture  correspondante  au  point  B  fait  avec  AB;  p  la  densité  des 
terres;  f  le  coefficient  de  frottement  des  terres  sur  les  faces  de  la 
caisse;  7"  le  coefficient  de  l'adhérence  des  terres  sur  les  mêmes  faces. 
Il  est  évident  que  si  l'on  suppose  7'  et  y"  nuls,  la  pression  P,  sur  le 
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fond  sera  égale  à  phe  ;  mais  le  frottement  sur  AB  ou  DC  étant  égal  à 
|  ph2  tang  g ,.-/',  et  l'adhérence  sur  l'une  ou  l'autre  de  ces  faces  étant 
égale  à  ky",  on  aura  réellement 

P,  =  h  (pe  —  27"  —  ph  tang  <pty'  . 

Si  lemassifdes  terres,  au  lieu  d'être  contenu  entredeux  cloisons,  était 
indéfini  dans  le  sens  de  la  largeur,  il  faudrait  remplacer  y'  par  le  coef- 
ficient y  du  frottement  des  terres  sur  elles-mêmes.  On  aura  ainsi  la  foi- 
mule  qui  servirait  à  évaluer  la  pression  que  supporte,  par  exemple. 
un  pont  chargé  d'une  hauteur  h  de  terre;  dans  ce  cas,  d'après  M.  Na- 
vier,  y  varie,  suivant  la  nature  des  terres,  depuis  0,6  jusqu'à  i,/jo; 
y"  varie  depuis  i3ti  kilogrammes  jusqu'à  5G8  kilogrammes. 

§  m. 

Méthode  a  l'aide  de  laquelle  on  peut  deïemiinei  la  poussée  contre  ui, 
mur  dont  le  parement  a  un  profil  polygonal  quelconque. 

10.  ISous  admettrons  ici  que  les  terres  n'ont  aucune  tendance  à  glisser 
sur  les  faces  du  parement,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  tout  mou- 
vement des  terres  est  empêché  par  des  forces  perpendiculaires  aux  faces 
du  parement  appliquées  en  certains  points  de  ces  faces.  Dans  cette  hy- 
pothèse, considérant  d'abord  un  parement  à  deux  faces  ABB,,Jîg.  5, 
soutenant  un  remblai  de  terre  B,BAEF,  la  face  AB  donnera  lieu  à  une 
reaction  dont  on  déterminera  facilement  la  grandeur  et  le  point  d'ap 
plication  sur  AB  au  moyen  des  formules  des  nos  1  et  4,  en  faisant 
dans  celles-ci  c'  =  o.  On  trouvera  aussi,  au  moyen  des  mêmes  formules, 
la  ligne  de  rupture  correspondante  au  point  B.  Soit  P0  la  réaction  de 
Mi.  A  son  point  d'application  sur  la  même  face,  BD  la  ligne  de  rup- 
ture, Q0  le  poids  du  prisme  ABDE  dirigé  suivant  la  verticale  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  de  ce  prisme.  Il  est  visible  que  l'action  du  prisme 
BAED  sur  le  plan  BD  est  la  résultante  des  forces  P0  et  Q0,  et  qu'on 
pourra  remplacer  l'action  du  prisme  BAED  par  la  résultante  dont  il 
s'agit  appliquée  au  point  où  elle  rencontre  le  plan  solide  BD,  ou.  ce 
qui  revient  au  même,  par  les  composantes  appliquées  aux  points  ou 
elles  rencontrent  le  même  plan.  Alors,  pour  trouver  l'action  des  terres, 
relativement  à  une  ligne  de  rupture  B,D,.   sur  la  face  BB,   il  suffira 
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évidemment  de  chercher  la  résultante  de  la  force  P0  et  du  poids  Q,  du 
prisme  B,BAEF;  de  décomposer  ensuite  cette  résultante  en  trois,  l'une 
perpendiculaire  à  BB, ,  l'autre  perpendiculaire  à  B,D, ,  la  troisième  pa- 
rallèle à  B,D,  (dirigée  deB,  vers  D,)  et  égale  à  la  résistance  que  fait 
naître  le  massif  en  glissant  le  long  de  D,B,;  il  est  clair  alors  que  la  com- 
posante perpendiculaire  à  BB,  sera  égale  et  contraire  à  la  réaction  de 
BB,  contre  le  massif,  d'où  l'on  voit  que  si  la  ligne  de  rupture  B,D, 
était  connue,  la  réaction  de  BB,  serait  également  connue;  or,  cette 
ligne  B,D,  se  détermine  sans  difficulté  à  l'aide  des  principes  dont  on  a 
fait  usage  dans  le  n°  1. 

Si  le  parement  avait  trois  faces,  il  est  facile  de  voir  que  les  mêmes 
considérations  conduiraient  à  la  détermination  de  la  réaction  de  la 
troisième;  il  est  facile  de  voir  encore  qu'en  continuant  les  mêmes  con- 
sidérations, on  déterminerait  la  réaction  d'une  face  quelconque  d'un 
parement  qui  aurait  autant  de  faces  qu'on  voudrait. 

Supposons  que  l'on  désigne  par  X0,  X,,  X2,...,  X,„  les  angles  que  les 
première,  deuxième,  troisième,...,  (m  -+-  \feme  faces  font  avec  une  ho- 
rizontale menée  du  côté  des  terres;  parP0,  P,,  Pa,...,P,„  les  réactions 
de  ces  mêmes  faces  contre  le  massif  des  terres  ;  conservons  aux  lettres 
ce,  ê,  w,  cp,  y,  /•  etQ  les  mêmes  significations  qu'au  n°  1.  En  raisonnant 
comme  on  a  fait  à  ce  numéro,  on  trouvera,  au  lieu  de  l'équation  (i), 
la  suivante, 

Qsinf«-ffl)  =  Pmsin(Xm  +  9-«)+  Y  p„sin(X„+p-co)+    ^f**    , 

•~"  sin  (m  —  §) 

le  signe  ^  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  n  depuis  n  =  o 
jusqu'à  n  =  m  —  i . 

Si  l'on  pose ,  pour  abréger, 

pr*  cos(q  —  <p)  .  yr  cos  <p  

2  sin  («  —  g)  cos(?  — ê)  cos>m  —       '       eos(?—  S)  cos).ra  =      ' 

)  2^p«^ix^tang  "~tang  ,n,==c'    tang(a-?)=«> 

tang  («p  -  §)  =  b,       tang  X„  ==  c„ ,    tang  (w — <p)  =  x; 
l'équation  précédente  se  transformera  aisément  en  celle  qui  suit  : 
p     _A     _(*—«)*  ,    g  »  +  *'  t        C Yp    cos).„ 


(x-+-  b)  {x—  cm)  [x^.b)(x  —  c^        x  —  cm        **     "  cosX„ 
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qui,  en  décomposant  les  fractions  composées  en  fractions  simples,  el 
en  posant,  pour  abréger, 

i  A  [cm-  a)  c,„+  B  ,i  H-  c»)  +  C(i  -+-  cm)  =  N, 
1     •  |A(fl+  b  b  ■+-  B(i  +  c»)  =  D, 

devient  elle-même 

P^A  +  B-VP,  c-^i+      '      (_^ 5_\. 

-^  cos  X„  6  +  cm  \x  —  <-„         x-\-b) 

Traitant  cette  équation  comme  l'équation  (3)  du  n°  1 ,  et  posant,  pour 
abréger,  y  '—  =  R,  on  aura,  pour  résoudre  la  question  dont  il  s'agit, 
les  deux  formules  suivantes  : 

(pm=  a  +  B-yp.^      * 

—    "cos,.       (*+i)= 

\  i  ±R 

en  ayant  soin  de  prendre  dans  la  dernière,  au  lieu  du  double  signe,  lv 
signe  inférieur  ou  le  signe  supérieur,  suivant  que  D  est  positif  ou  né- 
gatif. On  aurait  la  butée  des  terres  en  prenant  le  signe  contraire  et 
en  changeant  ç  en  —  p. 

La  détermination  du  moment  de  la  poussée  sur  une  face,  par  rap- 
port à  l'extrémité  supérieure  de  cette  face,  ne  saurait  présenter  aucune 
difficulté.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  l0,  ',,  /2,...  les  longueurs 
des  première ,  deuxième,  troisième  faces ,  par  P;m. .  la  réaction  de  la 
{m  -+-  i)"'"^  face  sur  une  longueur  z,  par  L,„  le  moment  de  la  poussée 
P„, ,  par  rapport  à  l'extrémité  supérieure  de  la  face  /,„ ,  on  aura 

Lm     =     Pmlm-£'"P,n.;       dZ, 

P  „  -  étant  donné  par  les  formules  (27),  (a8)  et  (29),  dans  lesquelles  on 
prendra  pour  r  les  valeurs  correspondantes  aux  valeurs  successives 
de  z.  Il  est  bien  entendu  que  cette  solution  n'est  exacte  qu'en  ayant 
égard  aux  restrictions  que  nous  avons  faites  à  la  fin  du  n(J  1. 
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Modification  qu'il  paraîtrait  convenable  d'apporter  au  principe 
de  Coulomb. 

11.  Tous  les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  poussée  des  terres  après 
Coulomb  admettent  que  le  plan  de  rupture  est  déterminé,  quelle  que 
soit  l'inclinaison  du  parement  du  mur  sur  l'horizon,  parla  condition 
que  si  l'on  décompose  le  poids  du  prisme  détaché  en  trois  forces,  l'une 
normale  au  parement  du  mur,  l'autre  normale  au  plan  de  rupture,  la 
troisième  parallèle  au  plan  de  rupture  et  égale  à  la  résistance  que  ce 
plan  oppose  au  glissement  du  prisme  détaché,  la  première  soit  un 
maximum  par  rapport  à  la  direction  du  plan  de  rupture.  Ce  principe 
manque,  à  notre  avis,  d'exactitude,  ou  du  moins  n'a  pas  la  généralité 
qu'on  lui  suppose;  nous  allons  essayer  de  le  prouver  par  un  exemple 
frappant  : 

Supposons  qu'un  parement  en  maçonnerie  AB,fig.  6,  à  peu  près 
horizontal,  comme  serait  le  couronnement  d'un  mur  ABA'B',  soit  sur- 
monté d'un  parapet  en  terre  BAEF;  si  l'on  veut  savoir  la  pression 
qu'éprouve  le  parement  AB,  il  est  naturel  d'appliquer  à  cette  question 
le  principe  de  Coulomb,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment.  Or, 
en  négligeant  la  cohésion  des  terres,  on  trouve  que  le  plan  de  rupture 
BD  est  à  peu  près  parallèle  an  talus  naturel  des  terres;  que  la  poussée 
sur  AB  est  à  peu  près  égale  au  poids  du  prisme  détaché ,  et  que  l'ac- 
tion de  ce  dernier  prisme  sur  BD  est  à  peu  près  nulle.  Ces  résultats  sont 
inadmissibles,  car  si  l'action  du  prisme  détaché  sur  BD  était  sensible- 
ment nulle,  il  s'ensuivrait  que  ce  prisme  pourrait  à  très-peu  près  se  sou- 
tenir tout  seul,  ce  qui  est  absurde.  Si  cette  action  n'est  pas  nulle,  la 
réaction  de  AB  n'est  pas  non  plus  égale  au  poids  du  prisme  détaché  [*]  ; 
donc  le  principe  de  Coulomb  est  inexact  dans  ce  cas. 

Nos  réflexions  nous  ont  amené  à  modifier  le  principe  dont  il  s'agit  de 
la  manière  suivante  :  Admettons  que  sans  changer  de  forme  ni  de  den- 
sité, le  prisme  détaché  se  solidifie  et  tende  à  glisser  le  long  du  plan  de 


[*]  Ceci  explique  pourquoi  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  l'action  des  terres 
sur  les  demi-revêtements  ont  toujours  supposé  que  le  massif  des  terres  se  divisait  sui- 
vant le  prolongement  du  parement  intérieur  du  mur,  ce  qui  est  peu  rationnel. 
Tome  IX.  —  Janvier  1844.  ^ 
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rupture  ;  il  pourra  toujoursêtre  tenu  en  équilibre  par  une  force  parallèle 
à  ce  plan  :  or,  nous  supposerons  que  le  parement  du  mur  qui  soutient 
les  terres  produit  exactement  le  même  effet  que  la  force  dont  nous  ve- 
nons de  parler.  Il  est  bien  vrai  que  le  parement  de  mur  fera  naître  une 
réaction  perpendiculaire  à  ce  mur;  mais  nous  admettrons  que  lorsque 
la  force  qui  est  égale  et  opposée  à  celle  qui  maintient  le  prisme  solidifie 
en  équilibre  n'est  pas  perpendiculaire  au  parement  du  mur,  elle  se  dé- 
compose en  deux  autres,  l'une  perpendiculaire  au  parement  du  mur  et 
détruite  par  la  résistance  normale  de  ce  parement,  l'autre  parallèle 
au  parement  et  détruite  par  la  résistance  qu'il  oppose  au  glissement. 

Cela  posé,  on  doit  regarder  comme  évident,  conformément  au  prin- 
cipe de  Coulomb,  que  le  prisme  qui  tendra  à  se  détacber  sera  celui 
pour  lequel  la  force  qui  le  maintient  en  équilibre  sur  le  plan  de  rupture 
sera  un  maximum. 

Appliquons  ce  principe  à  la  détermination  du  plan  de  rupture  et  de 
la  poussée  supposée  parallèle  au  plan  de  rupture. 

Conservons  les  notations  du  n°  1 ,  en  appelant  toutefois  G  la  nouvelle 
poussée,  nous  aurons,  au  lieu  de  l'équation  (i),  la  suivante 

Osin'y  —  <p)  =  Geos©  -+-  -. ^ 

'  sm  (w  —  ê) 

ou  en  mettant  pour  Q  sa  valeur  et  transposant , 

i  r1  sin  (a  —  &>)sin(u  —  <p)  yr 

~  2."  cososin(a  —  S)  sin  (m — 6)  sin(u  —  ê) 

si  l'on  pose  .  pour  abréger, 

|  pr-  cos(a  —  <p) 


=  A',  '     „  =  B', 


cos<fsin(a — 6)  cos(<p  —  ê)  cosf? —  6) 

cette  équation  deviendra 

G  =  A'   , 
d'où  l'on  déduit 

par  conséquent  on  aura  la  direction  du  plan  de  rupture  en  posant 
jc3[k'[a+b)-hB'b]~hxi(A'  —  B')-hbxfi\  -+-  B')  —  Mab  —  B'  =  o . 
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et  en  cherchant  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  cette  équation  ,  et  qui  est 
comprise  entre  x  =  o  et  .r  =  tang(X  —  cp),  puisque  w  est  nécessai- 
rement  >  <p  et   <  X  [*]. 

Cette  solution  approcherait  plus,  à  notre  avis,  de  la  vérité.,  du  moins 
dans  certains  cas,  que  celle  de  Coulomb. 

Mais  si  l'on  fait  attention  que  le  principe  de  Coulomb  fournit  dans 
tous  les  cas  une  solution  facile;  qu'elle  donne  pour  l'action  normale 
du  prisme  sur  le  parement  du  mur  une  valeur  plus  grande  que  l'autre  ; 
que  la  recherche  de  cette  action  a  pour  but  ordinairement  de  déter- 
miner l'épaisseur  à  donnerai!  mur  destiné  à  la  vaincre;  qu'il  ne  peut 
en  résulter  pour  ce  mur  qu'une  épaisseur  exagérée,  ce  qui  n'a  pas 
d'inconvénient  pratique,  nous  conclurons  de  ces  observations,  quelle 
que  soit  l'opinion  qu'on  ait  de  la  solution  précédente,  qu'il  convient, 
dans  les  cas  ordinaires,  de  conserver  la  solution  donnée  au  n°  1 .  On 
pourra  avoir  recours  à  la  nouvelle  solution  lorsque  l'on  considérera 
des  parements  qui  seraient  horizontaux,  ou  auraient  une  très-petite 
inclinaison  sur  l'horizon. 


[*]  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  l'on  ait 

7=0,      <j>  =  45°,      \  =  a=  go°,      6  =  o, 
on  aura  l'équation 

2.x3  -+-  x-  -+-  ix  —  1=0, 

laquelle  est  satisfaite  à  très-peu  près  par  x  =  o,38,  comprise  entre  x  =  o  et  x  =  1  ; 
elle  signifie  que  le  plan  de  rupture  fait  avec  le  parement  du  mur  un  angle  de  24°  12'; 
par  le  principe  de  Coulomb  on  aurait  trouvé  22°3o':  la  différence  eût  été  assez  petite; 
mais  l'action  perpendiculaire  au  parement  eût  été  dans  un  cas  (<j>,  étant  l'angle  que  le 
plan  de  rupture  fait  avec  le  parement) 

\pr2  tang  a,  cos(œ  +  œ,l  sin  », 

— — — —  =  i  pr' .  0,0020  ; 

COS  tp  J 

tandis  que  dans  l'autre  cas  elle  eût  été 

\pr"-  tang2  cp,  =  \  pr- .0, 1716. 
Le  point  d'application  sur  le  parement  eût  été  d'ailleurs  le  même. 
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MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE, 

Par  M.  Auguste  MIQUEL , 

Professeur  de  Mathématiques  au  Collège  de  Castres. 


§  1er- 

1.  Lorsque  deux  courbes  se  rencontrent,  l'angle  sons  lequel  elles 
se  coupent  se  mesure  par  l'angle  que  forment  entre  elles  les  deux  tan- 
gentes menées  à  chacune  de  ces  lignes  au  point  de  leur  intersection. 
Cet  angle  peut  encore  être  considéré  indépendamment  des  deux  tan- 
gentes comme  formé  par  l'intersection  de  deux  éléments  de  ces  courbes  : 
ainsi,  dans  un  espace  infiniment  petit,  autour  de  l'intersection  de  deux 
lignes  quelconques,  l'angle  curviligne  ne  diffère  nullement  d'un  angle 
rectiligne.  Il  existe  donc  entre  les  quatre  angles  formés  par  deux  lignes 
qui  se  coupent  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  les  mêmes 
relations  qu'entre  les  quatre  angles  de  deux  droites  qui  se  coupent. 
Si  l'un  des  angles  formés  au  point  d'intersection  des  deux  courbes  est 
droit,  les  trois  autres  le  sont  aussi  et  les  courbes  se  coupent  orthogona- 
lement. 

2.  Si  plusieurs  lignes  comprises  dans  un  plan  se  coupent  en  un 
même  point ,  il  existe  encore  entre  tous  les  angles  formés  les  mêmes 
relations  qu'entre  des  angles  rectilignes.  Ces  relations  subsistent  égale- 
ment si  les  courbes,  au  lieu  d'être  sur  un  plan ,  se  trouvent  seulement 
sur  une  même  surface  courbe;  car,  en  prenant  autour  du  point  d'in- 
tersection une  surface  infiniment  petite,  on  peut  la  considérer  comme 
plane.  On  doit  exclure  de  tout  ceci  les  points  et  les  arêtes  de  rebrousse- 
ment. 

3.  Lorsque  deux  courbes  se  coupent  sur  un  même  plan ,  l'angle 
des  aeux  normales  menées  an  point  de  leur  intersection .  étant  égal  a 
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l'angle  des  deux  tangentes,  est  par  conséquent  égal  à  l'angle  des  deux 
courbes.  Il  résulte  de  là  que  l'angle  de  deux  circonférences  de  cercle 
qui  se  coupent  sur  un  même  plan  est  égal  à  l'angle  des  deux  rayons 
qui  aboutissent  tous  deux  à  un  des  deux  points  d'intersection ,  pourvu 
qu'on  prenne  pour  l'angle  des  circonférences,  parmi  les  quatre  qu'elles 
forment  à  ce  point,  un  angle  dont  les  côtés  soient  tous  deux  dirigés  dans 
le  même  sens  à  partir  du  point  d'intersection  ;  tous  deux  de  gauche  à 
droite  par  exemple,  au-dessus  de  la  ligne  des  centres. 

4.  Dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  lorsque  nous  désignerons  un  angle 
par  une  seule  lettre,  on  devra  prendre  parmi  tous  ceux  qui  pourraient 
avoir  même  sommet ,  celui  entre  les  côtés  duquel  la  lettre  se  trouve  im- 
médiatement comprise .  ou  ,  selon  le  sens  du  discours,  tout  autre  angle 
qui  lui  aura  été  reconnu  égal.  Nous  désignerons  encore  une  ligne,  une 
surface  par  un  certain  nombre  de  points  par  lesquels  elle  passe.  Ces 
lignes,  ces  surfaces  ne  seront  tracées  que  lorsque  leur  présence  sera 
iu^ée  utile  à  la  clarté  de  la  démonstration.  Elles  ne  se  trouveront  dé- 
terminées  que  lorsqu'elles  seront  désignées  par  un  nombre  suffisant  de 
points  déjà  déterminés.  Ainsi  a,  b,  c,  d  étant  des  points  connus, 
sphère  abcd  sera  une  sphère  entièrement  déterminée  ;  tandis  que  par 
sphère  a,  b  nous  désignerons  une  des  sphères  qui  passent  par  les  points  « 
et  b;  par  sphère  a,  b,  c  une  de  celles  qui  passent  par  les  points  a,  b,  c.  Si 
l'on  écrit  qu'on  a  sphère  abghl,  on  indiquera  que  g,  h,  /sont  des  points 
qui  se  trouvent  sur  une  même  surface  sphérique  passant  par  les  points 
a  et  b.  Pareillement  les  expressions  cercle  abcd...,  droite  abcd...  indi- 
queront que  les  points  a,  b,  c,  d...  sont  sur  une  même  circonférence  de 
cercle,  sur  une  même  droite.  Il  est  clair  que  si  l'on  a  à  la  fois 
plan  abcd. ..,  plan  a'bcd...,  il  en  résultera  droite  b,  c,  d...;  pareillement 
de  sphère  abede...,  sphère  a'bcde...,  résultera  cercle  bede....  Les  cir- 
conférences et  les  sphères  pourront  encore  être  désignées  par  la  lettre 
qui  se  trouve  à  leur  centre. 

Ces  notions  préliminaires  étant  établies,  nous  allons  exposer  quel- 
ques propositions  relatives  aux  angles  curvilignes.  La  considération  de 
ces  angles  peut  en  effet  être  quelquefois  utile  dans  la  recherche  ou 
l'exposition  des  propriétés  des  courbes ,  en  remplaçant  des  construc- 
tions compliquées. 
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.*).  Soient  deux  cercles  O  et  O',  fig.  i,  PI.  I,  qui  se  coupent  aux 
points  A  et  A';  soient  pris  à  volonté  sur  chacune  de  leurs  circonférences 
les  points  6  et  B'.  Soient  C  et  C  les  centres  des  circonjérences  BAB'. 
BA/B'.  L'angle  CBC  formé  par  les  rayons  des  deux  dernières  circonjé- 
rences  est  égala  V angle  OkO'  formé  par  les  rayons  des  deux  premières; 
et  par  suite  les  deux  dernières  circonjérences  se  coupent  sous  le  même 
angle  que  les  deux  premières. 

En  effet ,  on  a 

angle  CBC  =  ABA'  -  CBA  -  C'BA', 
on  bien 

CBC  =  ABA'  -  CAB  -  CA'B; 

on  aura  pareillement, 

CB'C  =  AB'A'  -  CAB'  -  CA'B' 

a|ontant  terme  à  terme  les  deux  égalités  précédentes,  on  trouve 

aCBC  =  ABA'  +  AB'A'  -  BAB'  -  BA'B'. 

Considérant  maintenant  les  angles  rectilignes  qui  ont  leur  sommet 
en  A  et  A',  on  a 

OAO'  =  OAB'  +  O'AB  -  BAB', 
on  bien 

OAO'  =  OB'A  -+-  O'BA  -  BAB'  ; 

on  trouve  de  même, 

OA'O'  =  OB'A'  +  O'BA'  -  BA'B'; 

ajoutant  membre  à  membre  les  deux  dernières  inégalités,  on  a 
•2OAO'  =  AB'A'  +  ABA'  -  BAB'  -  BA'B'. 

Or  cette  valeur  de  2OAO'  n'est  autre  chose  que  celle  qui  a  été 
trouvée  pour  2CBC  ;  donc 

OAO'  =  CBC. 
D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  3 ,  il  résulte  de  là  que  les  deuxcircon- 
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férences  C  et  C  se  coupent  sous  le  même  angle  que  les  circonférences 
O  et  O'.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Du  théorème  précédent  se  déduit  le  suivant,  comme  cas  particulier. 

(i  Lorsque  deux  circonférences  de  cercle  se  coupent  orthogonale- 
ment,  si  l'on  mène  deux  autres  circonjérences  qid  passent  chacune  par 
un  des  points  d'intersection  des  deux  premières  et  toutes  deux  par  deux- 
autres  points  pris  respectivement  sur  chaque  circonférence,  elles  se 
couperont  aussi  orthogonalement  en  ces  deux  points. 

Toute  ligne  droite  pouvant  être  considérée  comme  une  circonférence 
de  cercle  infiniment  grande,  du  théorème  précédent  on  déduit  le  sui- 
vant. 

7.  Si  l'on  prend  à  volonté  un  point  sur  le  diamètre  d  un  cercle,  nu 
sur  son  prolonge  ment,  et  un  point  sur  la  circonférence,  les  deux  circon- 
férences de  cercle  qui  passeront  toutes  deux  par  ces  deux  points  et  cha- 
cune par  une  des  deux  extrémités  du  diamètre,  se  couperont  toujours 
orthogonalement. 

Comme  le  point  pris  sur  le  prolongement  du  diamètre  peut  être  sup- 
posé à  l'infini,  il  en  résulte  cette  proposition  connue,  que  tous  les 
angles  inscrits  à  la  demi-circonférence  sont  droits. 

8.  Lorsque  quatre  circonférences  de  cercle  se  coupent  consécutive- 
ment deux  à  deux  sur  une  même  circonférence  de  cercle,  leurs  quatre 
autres  points  d'intersection  se  trouvent  aussi  sur  une  même  circonfé- 
rence de  cercle. 

Soient  les  quatre  circonférences  A  A'B'B,  BB'C'C,  CC'D'D,  DD'A'A  . 
fig.  i,  qui  se  coupent  sur  une  même  circonférence  ABCD,  je  dis  que 
les  quatre  points  À'B'C'D'  sont  aussi  sur  une  même  circonférence  de 
cercle.  En  effet,  puisque  dans  tout  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  la 
somme  de  deux  angles  opposés  est  égale  à  deux  angles  droits,  nous 
avons 

angle  A'AB  =  id  —  A'B'B, 
angle  C'CB  =  id  -  C'B'B. 

Ajoutant  membre  à  membre,  on  a 

A'AB  +  C'CB  =  ABC; 
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on  obtiendrait  de  même 

A' AD  +  C'CD=  A'D'C. 

Ajoutant  membre  à  membre  les  deux  dernières  égalités,  il  vient 

BAD  +  DCB  =  A'B'C  +  A'D'C. 

Or  puisque  les  quatre  points  A.  B,  C,  D  sont  sur  une  même  circonfé- 
rence de  cercle,  on  a 

BAD  +  DCB  =  id; 

donc  on  aura  aussi 

A'B'C  +  A'D'C  =  ici. 

Ce  qui  nous  apprend  que  les  quatre  points  A'B'C'D'  sont  situés  sur  une 
même  circonférence  de  cercle. 

9.  Lorsque  trois  circonjérences  de,  cercle  PAB,  PBC.  PCA  ,  Jig.  3,  se 
coupent  en  un  même  point  P,  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  cur- 
viligne ABC  égale  deux  angles  droits. 

En  effet,  l'angle  B  de  ce  triangle  est  égal  à  son  symétrique  NPR; 
l'angle  A  égal  à  son  opposé  par  le  sommet  MAN,  est  par  conséquent 
égal  à  l'angle  MPN  symétrique  de  ce  dernier.  De  même ,  l'angle  C  égale 
l'angle  RPS.  Donc  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  ABC,  étant 
égale  à  la  somme  des  trois  angles  MPN,  NPR,  RPS  formés  autour  du 
point  P  d'un  même  côté  de  la  ligne  MPS,  est  égale  à  deux  angles  droits. 

10.  Réciproquement,  si  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  cur- 
viligne ABC,  formé  par  trois  circonjérences  de  cercle  qui  se  coupent  aux 
points  A,  B,  C,  est  égale  à  deux  angles  droits,  les  trois  circonférences  se 
coupent  en  un  même  point. 

En  effet,  si  la  circonférence  AC  ne  passait  pas  par  le  point  P  d'in- 
tersection des  deux  circonférences  AB  et  BC,  on  pourrait  mener  par 
les  trois  points  DAC  une  autre  circonférence  qui  fournirait  avec  les 
arcs  AB  et  BC  un  autre  triangle  curviligne  dont  la  somme  des  trois 
angles  serait  évidemment  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  somme  des 
angles  du  premier  triangle  curviligne  ABC.  D'un  autre  côté,  l'une  de 
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ces  deux  sommes  égale  deux  droits,  par  hypothèse,  et  l'autre  égale 
aussi  deux  droits,  d'après  la  proposition  précédente;  donc  elles  se- 
raient égales  entre  elles,  ce  qui  est  absurde.  Donc  les  trois  circonfé- 
rences AC,  AB,  BC  se  coupent  en  un  même  point. 

§11. 

11.  La  proposition  9  peut  évidemment  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 
Trois  points  A,  B,  C  étant  donnés,  si  l'on  prend  à  volonté  sur  leur  plan 
un  quatrième  point  P,  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  curviligne 
ABC,  formé  par  les  trois  circonférences  PAB,  PAC,  PBC,  sera  égale  à 
deux  angles  droits. 

Si  le  point  P  est  pris  à  l'infini  sur  le  plan  ABC,  les  trois  arcs  de  cir- 
conférences AB,  AC,  BC  se  réduisent  à  des  lignes  droites.  Nous  retom- 
bons sur  ce  théorème  connu  :  La  somme  îles  trois  angles  d'un  triangle 
rectiligne  quelconque  ABC  est  toujours  égale  à  deux  angles  droits. 

De  la  proposition  9  résulte  évidemment  le  théorème  suivant  :  La 
somme  de  tous  les  angles  intérieurs  d'un  poljgone  curviligne  dont  les 
côtés  sont  des  arcs  de  cercle  qui  passent  tous  par  un  même  point  P,  est 
égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits  que  le  poljgone  a  de  côtés 
moins  deux. 

12.  Soit  I  un  point  quelconque  ;  soit,  décrit  à  partir  d'un  autre  point 
A  l'arc  de  cercle  Al  qu'on  prolonge  jusqu'au  point  E;  soient  pareillement 
décrits  les  arcs  E1B,  BJF,  FIC,  CIG,  GID,  DIA;  la  somme  des  angles 
curvilignes  A,  B ,  C ,  D .  E ,  F ,  G  est  égale  à  deux  angles  droits. 

En  effet,  chacun  de  ces  angles  A,  B,C,D,E,F.Ga  son  symétrique 
au  point  I.  Or  ces  angles  symétriques  forment  avec  leurs  opposés  par 
le  sommet,  qui  leur  sont  égaux  chacun  à  chacun,  la  somme  de  tous  les 
angles  qui  se  trouvent  autour  du  point  I.  Mais  cette  somme  égale 
quatre  angles  droits.  Donc  la  somme  des  angles  A.  B,  C,  D.  E.  F.  G,  qui 
en  est  la  moitié,  égale  deux  angles  droits. 

Cette  proposition  est  encore  vraie  dans  le  cas  ou  le  point  l.Jig-  5  . 
n'est  pas  compris  entre  les  points  A,  B,  C,....  Dans  ce  cas,  les  arcs  AL . 
EB,  BF.  FC,  CA,  prolongés  suffisamment,  passant  par  le  même  point  i. 
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on  démontrerait  absolument  de  la  même  manière  que  dans  le  cas 
précédent ,  que  la  somme  des  angles  A,  B ,  C,  E,  F  égale  deux  droits. 

15.  Les  angles  A.  B,  C.  E,  F  étant  égaux  à  leurs  opposés  au  sommet. 
on  voit  que,  dans  tout  pnljrgone  curviligne  étoile  de'denaerc formation 
dont  les  côtés  sont  des  circonférences  de  cercle,  qui  ont  un  point  com- 
mun I,  la  somme  des  angles  tels  que  A.  B.  C,  E,  F  égale  deux  droits. 

Le  point  I  pouvant  être  situé  à  l'infini,  il  devient  évident  que  la  pro- 
position est  encore  vraie  lorsque  les  cotés  AE,  EB,  BF,...  sont  des  lignes 
droites. 

14.  Lorsqu'un  polygone  est  inscrit  a  une  courbe  convexe  quelcoiupic . 
la  somme  de  tous  les  angles ,  extérieurs  au  polygone,  intérieurs  à  la 
courbe,  formés  a  chaque  sommet  par  la  courbe  et  les  côtés  du  polygone, 
est  égale  à  quatre  angles  droits,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtes  du 
polygone. 

En  effet,  la  somme  des  trois  angles,  formés  à  chaque  sommet  du  po- 
lygone par  la  courbe  et  les  deux  côtés  du  polygone  qui  aboutissent  à 
ce  sommet,  est  toujours  égale  à  deux  angles  droits.  Donc  la  somme  des 
angles  formés  à  chaque  sommet  par  la  courbe  et  les  cotés  du  poivgone. 
augmentée  de  tous  les  angles  intérieurs  du  polygone,  est  égale  à  autant 
de  fois  deux  angles  droits  que  le  polygone  a  de  côtés.  Or,  si  l'on  joint 
par  des  droites  chaque  sommet  à  un  même  point  pris  dans  l'intérieur 
du  polygone,  la  somme  des  angles  de  tous  les  triangles  ainsi  forints 
sera  aussi  égale  à  autant  de  fois  deux  angles  droits  que  le  poivgone  a 
de  (ùtés.  Donc  la  somme  des  angles  formés  par  la  courbe  et  les  côtés 
du  polygone  plus  la  somme  des  angles  intérieurs  du  polygone,  égale  la 
somme  des  angles  de  tous  les  triangles  formés  autour  du  point  intérieur: 
et,  retranchant  de  part  et  d'autre  la  somme  des  angles  intérieurs  du  po- 
ivgone, on  voit  que  la  somme  des  angles  formés  par  la  courbe  et  les 
côtés  du  polygone  égale  la  somme  de  tous  les  angles  formés  autour  du 
point  intérieur  au  polygone,  c'est-à-dire  quatre  angles  droits. 

Du  théorème  \ï  on  déduit  facilement  le  théorème  suivant  :  Lors- 
qu'une portion  de  polygone  est  inscrite  à  un  arc  de  courbe  convexe  de 
manière  à  avoir  ses  deux  extrémités  communes  avec  cet  arc  de  courbe  , 
la  somme  de  tous  les  angles  extérieurs  au  polygone,  intérieurs  à  la 
courbe,  restera  constante,  quelques  variations  que  subissent  la  posi- 
tion et  le  nombre,  des  sommets  de  la  portion  de  polygone  inscrite. 
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15.  Les  propositions  9,  10,  1*2,  13  sont  encore  vraies  sur  la  sur- 
face de  la  sphère. 

En  effet,  elles  se  fondent  sur  ce  que,  1"  les  angles  curvilignes  qui, 
tracés  sur  un  même  plan  y  ont  un  sommet  commun,  ont  entre  eux  les 
mêmes  relations  que  s'ils  étaient  rectilignes  ;  20  lorsque  deux  cir- 
conférences de  cercle  se  coupent  sur  un  même  plan  ,  les  angles  symé- 
triques quelles  forment  sont  égaux  entre  eux. 

Or,  en  premier  lieu,  les  angles  curvilignes  qui,  tracés  sur  une  sur- 
face de  sphère  y  ont  tous  un  point  commun,  conservent  encore  entre 
eux  les  mêmes  relations  qu'ils  auraient,  s'ils  étaient  tracés  sur  une  sur- 
face plane. 

En  second  lieu ,  il  est  évident  que ,  lorsque  deux  circonférences  de 
cercle  se  coupent,  les  angles  symétriques  qu'elles  forment  sont  égaux 
deux  à  deux ,  lors  même  que  les  plans  de  ces  circonférences  sont  diffé- 
rents, car  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  raison  pour  que  l'un  soit  plus 
grand  que  l'autre.  Nous  pouvons,  en  outre,  démontrer  l'égalité  de 
deux  de  ces  angles  symétriques  de  la  manière  suivante  :  Imaginons 
dans  l'espace  deux  cercles  O  et  C  qui  se  coupent  aux  deux  points  A 
et  A'.  Menons  au  cercle  O  par  les  points  A  et  A'  les  tangentes  AM,  A'M 
qui  se  coupent  nécessairement  en  un  point  M  du  plan  de  ce  cercle  ; 
menons  de  même  au  cercle  C  les  tangentes  AN  et  A'  N  qui  se  coupent  au 
point  N.  En  joignant  MN,  on  a  deux  triangles  MAN,  MA'Nqui  ont  les 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  car  MN  est  un  côté  commun  à  ces 
deux  triangles,  MA  égale  MA'  comme  tangente  menée  par  un  même 
pointa  un  même  cercle,  NA  égale  de  inèmeNA';  donc  les  triangles  sont 
égaux,  et  par  conséquent,  l'angle  MAN  égale  l'angle  MA'N;  mais  ces 
deux  angles  sont  égaux  chacun  à  chacun  à  un  des  deux  angles  symé- 
triques formés  par  les  circonférences  de  cercle  O  et  C;  par  conséquent 
ces  deux  derniers  angles  sont  égaux  entre  eux. 

Donc  les  propositions  9,  10,  12,  13  sont  encore  vraies  sur  la  surface 
de  la  sphère. 
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Sur  une  propriété  mécanique  de  la  iemniscate,  découverte  par  N.  Fuss; 
Par  J.-A.    SERRET. 


Les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  pour 
l'année  1 824  renferment  une  Note,  où  Fuss  s'occupe  de  rechercher  quel  le 
est  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété,  que  ses  arcs  comptés  à  partir 
d'un  point  fixe  soient  parcourus  dans  le  même  temps  que  leurs  cordes 
par  un  mobile  pesant  partant  de  l'état  de  repos,  et  il  trouve,  par  une 
considération  particulière  et  ingénieuse,  que  cette  courbe  est  une  Iem- 
niscate de  paramètre  arbitraire,  dont  l'axe  fait  un  angle  de  45  degrés 
avec  la  verticale,  et  dont  le  centre  est  au  point  fixe  d'où  part  le  mobile. 

On  peut  arriver  directement  et  d'une  manière  très-simple  à  ce  résultat. 

Si  g  désigne  la  pesanteur,  t  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  le  rayon 
vecteur  r  d'un  point  de  la  courbe ,  les  temps  employés  par  un  même 
mobile  à  décrire  successivement  ce  rayon  vecteur  et  l'arc  qu'il  sou- 
tend  ,  seront 

J/»<        I            dP 
— , dt, 
t0            \/rcost 

t0  étant  la  valeur  de  t  correspondante  à  r  —  o.  Si  l'on  veut  que  ie  rap- 
port de  ces  deux  temps  soit  constant,  en  le  désignant  par  a,  on  trouve, 
après  une  simple  différentiation, 

a-  —  1 1  cos'-  t  j^+  •*?■'  sm  t  cost  r-  -f-  (a.2  sin- 1  —  cos2  *)  r3  =  o. 

dr 

Cette  équation  est  homogène  par  rapport  a  r  et  —  ;  on  pourra  donc 
l'intégrer  dans  tous  les  cas.  Si  l'on  suppose  a  =  1,  elle  devient 

1  dr  cos  2t 

r  dt         sin  it' 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  a  une  constante  arbitraire, 

r-  =  aa2sin  %l  ; 
ce  qui  démontre  complètement  le  théorème  de  Fuss. 
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MÉMOIRE 
SUR  LA  THÉORIE  DES  MARÉES, 

Par  M.  Ch.  DELAUÎVAY. 


Le  phénomène  des  marées  a  déjà  été  l'objet  des  recherches  d'un 
grand  nombre  de  savants,  et,  quoique  depuis  longtemps  ce  phénomène 
soit  rattaché  au  grand  principe  de  la  gravitation  universelle,  on  est 
loin  d'en  avoir  déduit  l'explication  des  diverses  circonstances  princi- 
pales qu'il  présente. 

Newton,  et  ensuite  Bernoulli,  en  considérant  la  Terre  comme  sphé- 
rique  et  entièrement  recouverte  par  la  mer,  supposent  que  la  surface 
du  liquide  prend  à  chaque  instant  la  figure  qui  convient  à  son  équi- 
libre sous  les  actions  de  la  Lune  et  du  Soleil.  Chacun  de  ces  astres,  s'il 
agissait  seul,  lui  donnerait  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution  al- 
longé, dont  l'axe  serait  dirigé  vers  le  centre  de  cet  astre;  et  comme  ces 
deux  ellipsoïdes  diffèrent  très-peu  d'une  sphère,  on  peut  admettre  qu'ils 
se  superposent,  c'est-à-dire  que  la  hauteur  de  la  surface  de  la  mer  au-des- 
sus de  la  surface  sphérique  d'équilibre  qu'elle  prendrait  si  elle  n'était 
soumise  à  aucune  action  extérieure,  est  égale  à  la  somme  des  hauteurs 
des  surfaces  de  chacun  des  ellipsoïdes  au-dessus  de  cette  surface  sphé- 
rique au  même  point.  Il  est  facile  de  voir  quelles  sont  les  conséquences 
de  cette  théorie;  en  effet,  les  deux  ellipsoïdes  lunaire  et  solaire  ayant 
leurs  axes  constamment  dirigés  vers  les  astres  qui  les  produisent,  tour- 
neront autour  de  la  Terre  avec  des  vitesses  différentes,  et  chacun  d'eux, 
en  accomplissant  une  révolution  entière,  donnera  lieu  à  deux  pleines 
mers  et  deux  basses  mers,  dans  tous  les  points  de  la  surface  de  la  Terre, 
excepté  aux  deux  pôles,  où  la  hauteur  de  la  mer  ne  variera  qu'avec  la 
déclinaison  de  l'astre.  Si  l'on  suppose  que  le  Soleil  et  la  Lune  se  meu- 
vent dans  le  plan  de  l'équateur,  la  pleine  mer  arrivera  partout  à  midi 
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el  a  minuit  lors  des  syzygies,  et  la  marée  sera  plus  forte  à  celte  époque 
qu'à  aucune  autre:  aux  quadratures,  la  pleine  mer  arrivera  au  moment 
du  passage  de  la  Lune  au  méridien,  puisque  l'action  de  cet  astre  est  plus 
forte  que  celle  du  Soleil ,  et  la  marée  sera  à  son  minimum  ;  aux  époques 
intermédiaires  entre  les  syzygies  et  les  quadratures,  l'heure  de  la  pleine 
mer  avancera  ou  retardera  plus  ou  moins  sur  le  passage  de  la  Lune  au 
méridien.  Ces  conséquences  ne  sont  évidemment  pas  d'accord  avec  ce 
quon  observe  dans  nos  ports,  puisque,  à  l'époque  des  syzygies  par 
exemple,  la  pleine  mer,  au  lieu  d'arriver  à  midi  et  à  minuit,  arrive  à 
des  heures  très-différentes  d'un  port  à  l'autre,  et  que  le  maximum  de 
la  marée  n'a  lieu  qu'environ  un  jour  et  demi  après  la  syzygie.  Newton 
attribue  ces  retards  à  l'inertie  de  la  mer,  qui  conserverait  encore  son 
mouvement  d'oscillation  si  l'action  des  astres  cessait,  et  aussi  en  partie 
au  frottement  des  eaux  contre  le  fond. 

Lorsque  le  Soleil  et  la  Lune  ne  sont  pas  dans  le  plan  de  l'équateur. 
on  reconnaît  aisément  que,  d'après  la  théorie  précédente,  les  choses 
doivent  se  passer  à  peu  près  de  la  même  manière;  la  seule  différence 
essentielle  qui  se  présente,  c'est  que,  en  chaque  point  de  la  Terre  non 
siiué  sur  l'équateur,  les  deux  marées  d'un  même  jour  sont  inégales,  et 
que  leur  différence  peut  être  considérable,  ce  qui  est  encore  contraire 
aux  observations,  d'après  lesquelles  la  différence  des  deux  marées  d'un 
même  jour  est  généralement  très-petite  relativement  à  chacune  d'elles. 
Newton  attribue  cette  nouvelle  discordance  entre  la  théorie  et  les  ob- 
servations, à  la  même  cause  par  laquelle  il  a  expliqué  le  retard  <<e 
l'instant  de  la  pleine  mer  syzygie  sur  le  passage  des  astres  au  méridien , 
et  celui  du  maximum  de  la  marée  sur  le  moment  de  la  syzygie.  Sur 
tous  ces  points  Bernoulli  adopte  entièrement  les  idées  de  Newton.  Mais, 
quoi;  admette  ou  non  les  explications  de  ce  grand  géomètre,  il  n'en 
est  pas  moins  évident  que  la  théorie  de  l'équilibre  de  la  mer  à  chaque 
instant  doit  être  rejetée,  puisque  les  conséquences  nécessaires  de  cette 
théorie  ne  sont  pas  d'accord  avec  les  observations. 

Làplace,  qui  s'est  beaucoup  occupé  des  marées,  a  considéré  de  suite 
la  question  sous  le  véritable  point  de  vue,  en  cherchant  à  déterminer 
les  oscillations  des  eaux  de  la  mer,  qui  ont  lieu  sous  l'influence  des 
actions  de  la  Lune  et  du  Soleil.  Il  est  parvenu  à  résoudre  complètement 
ce  problème,  en  supposant  que  la  mer  recouvre  entièrement  la  Terre, 
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a  laquelle  il  a  attribué  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  peu  aplati, 
et  en  tenant  compte  de  son  mouvement  de  rotation  sur  elle-même,  cir- 
constance qui  complique  beaucoup  la  question.  lia  reconnu  ainsi  que 
les  retards  de  la  plus  grande  marée  sur  l'instant  de  la  svzvgie.  et  de 
l'iieure  de  la  pleine  mer  sur  le  passage  de  la  Lune  au  méridien,  ne  pou- 
vaient en  aucune  manière  être  attribués  à  l'inertie  des  eaux  de  la  mer, 
puisque,  d'après  son  analyse  rigoureuse,  la  plus  grande  marée  doit 
avoir  lieu  à  l'instant  de  la  syzygie  et  au  moment  même  du  passage  des 
astres  au  méridien.  ïl  a  vu  aussi  que,  dans  l'hypothèse  qu'il  avait  adop- 
tée, la  différence  entre  les  deux  marées  d'un  même  jour  devenait  d'au- 
tant plus  faible  que  la  profondeur  de  la  mer  était  plus  près  d'être 
constante  sur  toute  la  surface  de  la  Terre. 

La  théorie  deLaplace,  tout  en  faisant  voir  que  la  presque  égalité 
entre  les  deux  marées  d'un  même  jour  n'était  pas  contraire  au  prin- 
cipe de  la  gravitation  universelle,  puisque  ces  deux  marées  seraient 
égales  dans  un  cas  mathématiquement  possible,  celui  d'une  mer  libre 
de  toutes  parts  et  également  profonde,  ne  rendait  pas  compte  des  re- 
tards de  la  pleine  mer  sur  le  passage  de  la  Lune,  et  de  la  plus  grande 
marée  sur  la  syzygie.  Laplace  attribue  le  retard  de  la  pleine  mer  sur  le 
passage  de  la  Lune  an  méridien,  aux  circonstances  locales  qui  varient 
d'un  port  a  un  autre.  Quant  au  retard  de  la  plus  grande  marée  sur 
l'instant  de  la  syzygie.  il  semble  avoir  toujours  gardé  quelque  incerti- 
tude sur  sa  cause.  Dans  son  premier  Mémoire  sur  les  marées,  il  dit 
que  ce  retard  lui  semble  être  l'effet  des  obstacles  que  la  mer  éprouve 
dans  ses  oscillations;  plus  tard,  dans  son  Exposition  du  Système  du 
Monde,  et  aussi  dans  le  t.  V  de  la  Mécanique  céleste,  il  attribue  ce  re- 
tard à  la  réflexion  des  ondulations  de  la  mer  sur  la  côte  orientale  de 
l'Amérique ,  sans  cependant  donner  cette  explication  comme  bien 
certaine. 

C'est  le  désir  de  connaître  la  véritable  cause  de  ce  retard  du  maxi- 
mum de  la  marée  sur  l'instant  de  la  syzygie,  qm  m'a  fait  entreprendre 
le  travail  dont  je  présente  ici  une  première  partie.  Je  me  proposais  pour 
cela  de  discuter  les  observations  de  marées  faites  à  Brest,  et  publiées 
récemment  par  le  Bureau  des  Longitudes  ;  mais  cette  discussion  ne 
pouvait  être  faite  avec  quelque  avantage  qu'autant  que  j'aurais  eu  des 
idées  précises  sur  la  manière  dont  se  produisent  les  marées  à  Brest,  et 
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en  général  dans  la  partie  nord  de  l'océan  Atlantique.  Il  est.  en  effet  ■ 
-l'une  grande  importance  de  savoir  si  ces  marées  sont  produites  direc- 
tement par  les  actions  de  la  Lune  et  du  Soleil ,  ou  bien  si  ce  ne  son! 
que  des  marées  dérivées,  et,  dans  ce  cas,  quelle  est  leur  origine.  La 
première  idée  m'avait  toujours  paru  la  plus  naturelle  et  la  plus  pro- 
bable Cependant,  en  lisant  les  Mémoires  que  MM.  Lubbock  et  Whe- 
well  ont  présentés  il  y  a  quelques  années  à  la  Société  royale  de  Londres, 
et  qui  ont  pour  objet  la  théorie  des  marées,  j'ai  vu,  non  sans  quelque 
surprise,  qu'ils  adoptaient  la  seconde.  Ils  supposent  que,  dans  la  mer 
du  Sud.  les  marées  se  produisent  conformément  à  la  théorie  de 
Bernoulli,  parce  que  cette  mer,  étant  à  peu  près  libre  de  continent- 
tout  autour  de  la  Terre,  se  rapproche  de  l'hypothèse  adoptée  par  ce 
géomètre;  ils  admettent  en  outre  que  ces  marées  de  la  mer  du  Sud 
produisent  dans  l'océan  Atlantique  des  ondulations  qui  se  propagent 
du  sud  au  nord  ,  et  donnent  lieu  ainsi  en  grande  partie  aux  marées 
qu'on  observe  sur  les  côtes  de  l'Europe.  Les  faits  sur  lesquels  se  fon- 
dent les  deux  savants  anglais  sont  incontestables:  mais  en  examinant 
attentivement  ces  faits,  il  m'a  semblé  qu'ils  pouvaient  très-bien  s'ac- 
corder avec  l'idée  que  les  marées  de  la  partie  nord  de  l'océan  Atlan- 
tique sont  en  grande  partie  des  marées  directes.  L'objet  principal  de 
ce  premier  Mémoire  est  de  faire  connaître  les  divers  motifs  qui  me 
portent  à  regarder  cette  idée  comme  exacte. 

Pour  arriver  à  des  résultats  concluants,  j'ai  dû  chercher  à  comparer 
les  marées  produites  dans  une  mer  limitée,  à  celles  qui  auraient  lieu  si  la 
mer  était  entièrement  libre:  niais  l'extrême  complication  de  la  ques- 
tion m'a  obligé  à  considérer  un  cas  purement  théorique  qui  ne  peut 
pas  se  présenter  dans  la  nature.  Les  notions  que  j'ai  pu  en  déduire  doi- 
vent néanmoins  jeter  quelque  jour  sur  ce  qui  a  lieu  réellement.  Comme 
je  voulais  m'occuper  spécialement  du  mouvement  des  eaux  en  longitude, 
dans  une  mer  limitée  par  deux  méridiens,  j'ai  considéré  la  Terre 
comme  avant  la  figure  d'un  cylindre  indéfini,  dont  l'axe  serait  la  ligne 
des  pôles,  sur  lequel  serait  répandu  un  liquide  dont  tous  les  mouve- 
ments, indépendants  de  l'état  initial,  s'effectueraient  suivant  des  di- 
rections perpendiculaires  aux  génératrices.  C'est  ainsi  que  j'ai  été 
conduit  aux  recherches  analytiques  contenues  dans  les  trois  premiers 
paragraphes  de  ce  Mémoire;  le  quatrième  renfermera  les  considération  s 
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à  l'aide  desquelles  je  crois  pouvoir  démontrer  que  les  marées  se  pro- 
duisent directement  dans  la  partie  nord  de  l'océan  Atlantique. 

§  I. 

Formules  pour  les  attractions  de  cylindres. 

i.  Considérons  un  cylindre  dont  les  génératrices  soient  parallèles 
à  l'axe  des  x,  dont  la  section  normale  soit  très-peu  différente  d'un 
cercle  ayant  son  centre  sur  cet  axe,  et  dont  la  densité,  variable  en 
général  d'un  point  à  un  autre,  soit  la  même  pour  tous  les  points  situés 
sur  une  parallèle  aux  génératrices.  Nous  allons  nous  proposer  de  dé- 
terminer l'attraction  de  ce  cylindre  sur  un  point  dont  les  coordonnées 
sont  a,  b,  c. 

Soient  x,  jr,  z  les  coordonnées  d'une  molécule  quelconque  dM 
du  cylindre  :  les  composantes  de  l'attraction  exercée  par  ce  cylindre 
sur  le  point  (a,  b,  c)  seront,  comme  l'on  sait,  les  dérivées  partielles 
relatives  à  a,   b,  c,  de  la  fonction 


///; 


yj{a-xf+{b-ff+{c-zy 

l'intégrale  s'étendant  à  toutes  les  molécules  du  cylindre  qu'on  suppose 
indéfini  dans  le  sens  des  x  positives  et  dans  le  sens  des  x  négatives.  La 
composante  parallèle  à  l'axe  des  x  étant  évidemment  nulle,  on  peut, 
dans  la  fonction  précédente,  faire  a  =  o,  puisque  cette  fonction  est 
indépendante  de  a,  et  elle  deviendra 


///; 


du 


On  peut  regarder  l'élément  rfM  comme  étant  un  prisme  droit  dont  la 
base  w  est  infiniment  petite,  et  dont  la  hauteur,  parallèle  à  l'axe  des  x, 
est  égale  à  dx;  en  sorte  que,  si  l'on  nomme  p  la  densité  de  la  molé- 
cule que  l'on  considère,  densité  qui  ne  sera  fonction  que  de  y  et  de  z, 
on  aura 

rfM  =  jsoû  dx. 

Remplaçant  rfM  par  sa  valeur,  on  pourra  effectuer  l'intégration  relati- 

Tome  IX   — Jàsvier   i844- 
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venient  à  x;  mais  comme  l'on  devra  étendre  l'intégrale  depuis  —  x> 
jusqu'à  -4-30  ,  la  fonction  deviendra  infinie.  Pour  éviter  la  difficulté  qui 
en  résulterait,  nous  retrancherons  de  cette  fonction  une  quantité  éga- 
lement infinie,  indépendante  de  b  et  de  c,  et  telle  que  la  différence 
conserve  une  valeur  finie.  Cette  différence  jouira  toujours  de  la  pro- 
priété de  donner  les  attractions  parallèles  aux  axes  des  y  et  des  z , 
par  des  différentiations  partielles  relatives  à  b  et  à  c. 

Pour  cela,  supposons  d'abord  que  l'intégrale  relative  à  x  soit  prise 
entre  les  limites  —  a  et  -+-  a,  et  soit,  pour  un  instant, 

la  fonction  qu'on  considère  deviendra 

f[p«f  +  «-JJ?L==ffp»l.       g  +  ^±g 

=  2  /  j  pwl.- — y  =  2  /   (pal.  (a  -+-  v'Ç2  -t-  or)  —  i  j  j pwl.Ç. 

Le  premier  terme  devient  infini  pour  a  =  oo  ;  mais  si  l'on  retranche 
de  la  fonction  la  quantité 

2  /   j  pal.  2  a, 

la  différence,  que  nous  désignerons  par  V,  deviendra 

V=  tffpol.  (I  +  1  y/T^Ï)  -  *ffP»LÇ; 

et  si  l'on  y  fait  a  =  oo  ,  et  qu'on  remplace  Ç  par  sa  valeur,  on  aura 

(i)  v  =  -fJPai.[(b  -  fy  +  (c  -  »)»i 

Cette  fonction  V  satisfait,   comme  on  peut  s'en  assurer,  à  l'équation 
aux  différences  partielles 

■  v  d'Y  rf*V 

en   supposant   toutefois  que  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de   la 
masse  du  cylindre. 
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2.  Transformons,  pour  plus  de  commodité,  les  coordonnées  pa- 
rallèles aux  axes  des  y  et  des  z  en  coordonnées  polaires,  et  nom- 
mons r  la  distance  du  point  attiré  à  l'axe  des  x ,  et  zs  l'angle  que  fait  / 
avec  le  plan  des  xy  :  nous  aurons  évidemment 

b  =  r  cos  zs  ,  c  =  r  sin  zs. 

Nous  aurons  de  même,  en  désignant  par  R  et  zs'  les  quantités  analo- 
gues pour  un  point  quelconque  du  cylindre, 

y  =  R  cos  zs',         z  =  R  sin  zs', 
et  de  plus 

m  =  R  dR  dzs'% 

la  fonction  V  deviendra  donc 

V  =  —  f  CpRdRdzs'l.[r*  —  aRr  cos(w'  —  zs)  +  R2]: 
et  par  suite  l'équation  (2)  se  changera  dans  la  suivante 

(3)  l^  +  r  dr  \r  ~Tr 

3.  Supposons  d'abord  que  le  cylindre  soit  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  x,  et  qu'il  soit  composé  de  couches  de  densité  constante, 
également  de  révolution  autour  de  cet  axe,  et  nous  pourrons  déter- 
miner complètement  la  valeur  de  V.  En  vertu  de  cette  hypothèse,  p  ne 
dépend  que  de  R,  et  V  peut  s'écrire  ainsi,  en  indiquant  les  limites 
des  intégrales  : 

V  ="—  f"pB.dB.  P"  dzs'l.[r2  —  aRr  cos(zs'  —  ar)  -f-  Ra], 

a  étant  le  rayon  du  cylindre. 

Si  le  point  attiré  est  extérieur  au  cylindre,  r  est  plus  grand  qu'une 
valeur  quelconque  de  R  :  dans  ce  cas,  V  se  décomposera  dans  les 
deux  parties  suivantes , 

V=  —  2  Ç'pRdB.  f**  dzs'l.r 

Jo  i/o 

Xa                        f*lTZ                                       R                                                  iij-i 
pR  r/R    1      d  zs'  l .    1  —  2  —  cos  (zs'  —  zs)  -ï . 

5.. 
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Mais,  d'après  une  formule  connue,  on  a 

/      dzs'l.  I  i  —  a  —  cos  (V  —  vs)  h — -  \  =  o, 

tant  que  —  <  i.  On  aura  donc 

V  =  -/,«/.  r  f"  pRdR; 

et  si  l'on  représente  par  M  la  niasse  d'une  portion  du  cylindre  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  son  axe,  et  distants  l'un  de 
l'autre  de  l'unité  linéaire , 

(4)  V  =  -  aM/r. 

Si  le  point  attiré  est  intérieur  au  cylindre,  on  devra  considérer  suc- 
cessivement les  couches  du  cylindre  par  rapport  auxquelles  ce  point 
est  intérieur,  et  celles  par  rapport  auxquelles  il  est  extérieur.  Pour  les 
premières,  r  est  plus  petit  que  R,  et  l'on  verra,  comme  précédem- 
ment, que  la  partie  de  V  qui  s'y  rapporte  se  réduit  à 


—  i  fpRdR  J       dzz'l.R. 


Cette  partie  étant  indépendante  de  r  et  de  zs,  on  voit  que  ces  couches 
extérieures  au  point  attiré  n'exercent  aucune  action  sur  ce  point;  on 
peut  donc  ne  pas  tenir  compte  de  cette  partie  de  la  valeur  totale  de  V. 
Pour  les  couches  par  rapport  auxquelles  le  point  attiré  est  extérieur, 
r  est  plus  grand  que  R  :  on  pourra  donc  appliquer  la  formule  (4),  et 
l'on  aura 

(5)  V  =  -aMt/.r, 

M,  étant  ce  que  devient  M  lorsqu'on  y  supprime  ce  qui  vient  des  cou- 
ches extérieures  au  point  attiré.  M,  est  fonction  de  r;  cependant,  dans 
la  différentiation  de  V  par  rapport  à  r,  pour  avoir  l'attraction  suivant 
cette  ligne,  on  ne  devra  pas  faire  varier  M,.  On  trouvera  ainsi  pour 
cette  attraction, 

rfV  _    _  2M, 

dr  r 
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ou  bien,  si  l'on  remplace  M,  par  sa  valeur,  dans  l'hypothèse  où  p  se- 
rait indépendant  de  R , 

dV 

-r-  =  —  21:  pr. 

dr  ' 

4.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  couches  d'égale  densité 
dont  se  compose  le  cylindre  ne  sont  pas  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  x,  et  cherchons  à  développer,  dans  ce  cas,  la  fonction  V  en 
série  convergente. 

Si  nous  supposons  d'abord  que  le  point  attiré  soit  extérieur  au  cy- 
lindre, nous  pourrons  développer  V  suivant  les  puissances  inverses 
de  r.  Mais  avant  de  faire  ce  développement,  nous  remarquerons  que, 
pour  r  =  00  ,  V  devient  infini  :  nous  décomposerons  donc  cette  fonc- 
tion en  deux  parties,  de  la  manière  suivante 


cos  (ct  —  ct)  -1-  — 


V  -%  f  fpRdRdvs'l.~-^i  f  CpRdRdzs'l. 

et  la  seconde  partie  pourra  se  développer  suivant  les  puissances  de  -.  Si 
l'on  pose  alors 

TT    1    »         U,  IL  UB 

r  r  r7  r" 

on  aura 

U0  =  2  f  CpRdRdzs', 

et  U«  sera  déterminé  par  l'équation  différentielle 
rf'U„  ,TT 

obtenue  en  remplaçant  V  par  sa  valeur  dans  l'équation  (3).  En  inté- 
grant ,  on  trouve 

U„  =  A  cos  nu  -+-  B  sin  nrs. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  U0  représente  le  double  de  la  masse 
d'une  portion  du  cylindre  ,  ayant  pour  hauteur  l'unité  linéaire.  Quant 
à  U„  ,  au  lieu  de  chercher  les  valeurs  des  constantes  A  et  B  qu'il  ren- 
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ferme,   nous  pouvons  le  déterminer  directement  de  la  manière  sui- 
vante : 
On  a 

i— 2  ^cos(w'-ct) +—=i  —  - ev  ,__e 

S'  —  Vt)  \f^ï  R'    e2(o'—  OJV'— I 

R     (o'-tOvPT"]  1     r"  2r* 


[R     (  sr'  —  o: 


—  (n'—  ct;  v^T       R2    —  2(c'—  o)^- 


R"     — n(ç'— o)yCT7  -f- . . 


on  en  déduit 


R  ,  R' 


/  .  — .  —  —  cos(sr'  —  zs)-\ -cos2(ct'— za)  ■+■ 


v/ 


cos  (  cr  '  —  cr  )  -+- 


cosnlzs — an- 

n  r"  v 


et  par  suite ,  en  substituant  dans  la  valeur  de  V,  on  aura  pour  les  coef- 
ficients U0 ,  U, ,  U2 ,  .  .  .  les  valeurs 

!U0=  2  f  fpRdRdzs', 
U„=jj  /     pR"+{  dRdzy'cosn(zs'  —  zs). 

Lorsque  le  point  attiré  sera  intérieur  au  cylindre ,  on  décomposera  V 
en  deux  parties:  l'une,  relative  aux  points  situés  plus  près  de  Taxe 
desx  que  le  point  attiré,  se  déterminera  comme  dans  le  cas  précédent; 
l'autre,  relative  aux  points  plus  éloignés  de  l'axe  des  x  que  le  point 
attiré,  pourra  se  développer  suivant  les  puissances  de  r.  Pour  cela,  on 
mettra  cette  partie  de  V  sous  la  forme 


V  =  a  C  CpRdRdzs'l.^, 
-f-2  f  CpRdRdzs'l. 


I         %r         "     7 

V    '—    R^C0S(<:r     ' 
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et  si  l'on  pose 

V=  v0 '+  rvt  +  ra  o,  -t-  .  .  .  +  r"  t>„  +  .  .  . , 
on  trouvera,  comme  précédemment, 

'prfR  d  et 'cos  h  (et' —  o) 


(7) 


;//< 


5.  Appliquons  les  formules  précédentes  au  cas  où  le  cylindre  est 
homogène,  et  supposons  que  sa  surface  diffère  peu  d'une  surface 
cylindrique  de  révolution  autour  de  l'axe  desx,  dont  le  rayon  serait  n  . 
et  dont  la  section  droite  serait  équivalente  à  celle  du  cylindre  pro- 
posé. Soit  a(i-t-y')  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
du  cylindre  à  l'axe,  y'  étant  une  très-petite  quantité,  fonction  de  zs', 
dont  nous  négligerons  le  carré.  La  valeur  de  U„  (6)  se  composera  de 
deux  parties,  qui  seront 

\Jn  —  ?lJ     R"-'  dR  F*  dzs'  cosn  [zs'—zs) 

-t-  —  /      a"*"1  y'  dzs'  cos  n  (z?  —  zs). 

La  première  partie,  relative  au  cylindre  de  révolution,  est  nulle, 
comme  il  est  facile  de  le  voir;  la  seconde  partie,  relative  à  la  diffé- 
rence entre  le  cylindre  proposé  et  le  cylindre  de  révolution,  est  donc 
la  seule  qui  entre  dans  la  valeur  de  U„ ,  et  l'on  aura 

U„  =  — I      r  cos  n  ■  zs  —  zs  <  dzs  . 

"     Jo    J 

y'  étant  une  fonction  périodique  de  zs',  nous  pouvons  supposer  qu'elle 
soit  développée  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  cet 
angle,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 

r'  =  A,  cossr'  -t-  A2  cosizs'  -+-...+  A„cosnzs'  -t-  .  .  . 
-t-  B,  sin  zs'  -t-  B2  sin  izs'  ■+-'..,  -H  B„sinrcs7'  -+-.... 
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On  n'a  pas  mis  de  terme  indépendant  de  ts',  parce  que  la  condition  que 
le  cylindre  de  rayon  a  ait  une  section  droite  équivalente  à  celle  du 
cylindre  proposé ,  exige  qu'on  ait 


r 


r 


drs'  =  o. 


Si  l'on  met  cette  valeur  de  y'  dans  la  valeur  de  U„,  on  aura  sim- 
plement 

U„  =  — /      (A„  cos/2st'  +  B„  sinrccr')  cos«(sr'  —  ar)  drs1 ; 

"       «/o 

ou  bien,  en  effectuant  l'intégration, 

2  77  P  Cl  n+3 

U„  =  — — (A„  cosnsr  +  B„sin  nzs). 

On  aura  donc  pour  V  la  valeur  suivante  : 

V  —  o.na2 p  l .-  H — — —  (A,  cossr  -+-  B,sin  zs) 
8  <  H — ^ —  (A2cos2sr-t-B2sin2sr)  +  .. . 

2Trpa"+,/  ,                           t>      •           \ 
H A„cos;m  +  B,,sin?m)  -f- 

n  r"      x  ' 

§  n. 

Equations  différentielles  du  mouvement  d'un  liquide,  sur  la  surface 
d'un  cylindre. 

(î.  Nous  allons  considérer  un  cylindre  solide(A),  formé  de  couches 
homogènes  dont  les  surfaces  sont  cylindriques  et  ont  leurs  généra- 
trices toutes  parallèles  entre  elles  ;  nous  supposerons  que  ce  cylindre . 
d'une  longueur  indéfinie ,  soit  animé  d'un  mouvement  uniforme  de 
rotation  autour  d'une  parallèle  à  ses  génératrices  passant  par  son 
centre  de  gravité  ,  et  que  sa  surface  soit  recouverte  en  tout  ou  en 
partie  par  un  liquide  qui  participe  à  son  mouvement.  Si  ce  liquide 
n'est  soumis  à  aucune  force  autre  que  l'attraction  du  cylindre,  il  est 
facile  de  voir  qu'il  prendra  un  état  d'équilibre  tel ,  que  sa  surface  soit 
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cylindrique  et  ait  ses  génératrices  parallèles  à  l'axe  de  rotalion.  Sup- 
posons <le  plus  que  les  diverses  couches  qui  composent  le  cylindre 
soient  presque  de  révolution  autour  de  cet  axe;  il  en  résultera  que 
la  surface  d'équilibre  du  liquide  sera  aussi  très-peu  différente  de  celle 
d'un  cylindre  de  révolution  autour  du  même  axe.  Nous  admettrons 
enfin  que  la  profondeur  du  liquide  sur  le  cylindre  soit  très- petite 
relativement  à  son  rayon. 

Cela  posé ,  concevons  que  le  liquide  soit  soumis  à  des  forces  qui  le 
dérangent  de  sa  position  d'équilibre;  que  ces  forces,  très-petites  par 
rapport  à  l'attraction  du  cylindre,  soient  dirigées  dans  des  plans 
perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation,  et  que  tontes  celles  qui  agissent 
sur  les  molécules  situées  sur  une  même  parallèle  à  l'axe  soient  égales 
et  parallèles  entre  elles.  Si  les  circonstances  initiales  du  mouvement  ont 
disparu ,  il  est  évident  que  chaque  molécule  ne  sortira  pas  du  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  qui  la  contient,  et  que  les  mouvements  s'effec- 
tueront de  la  même  manière  dans  tous  les  plans  perpendiculaires  à  cet 
axe;  en  sorte  que  la  surface  du  liquide  restera  cylindrique. 

La  détermination  des  équations  différentielles  du  mouvement  du 
liquide,  dans  les  hypothèses  précédentes,  pourrait  s'effectuer  comme 
dans  le  dernier  chapitre  du  livre  premier  de  la  Mécanique  céleste , 
mais  on  peut  y  arriver  plus  simplement  de  la  manière  suivante. 

7.  Soient,  dans  l'état  d'équilibre, 

a,  la  valeur  moyenne  du  rayon  de  la  surface  du  liquide; 

«y,  la  profondeur  du  liquide  en  un  point  quelconque; 

sr,  l'angle  compris  entre  le  plan  qui  passe  par  une  molécule  quel- 
conque et  par  l'axe,  et  un  plan  passant  aussi  par  cet  axe  ,  fixe  par 
rapport  au  cylindre,  et  participant  à  son  mouvement  de  rotation  : 
en  sorte  que  si  t  est  le  temps  et  n  la  vitesse  angulaire  du  cylindre, 
tz  —  nt  soit  l'angle  compris  entre  le  plan  qui  passe  par  la  molé- 
cule et  l'axe,  et  un  plan,  fixe  dans  l'espace,  passant  aussi  par  cet 
axe. 
Soient,  de  plus,  dans  l'état  de  mouvement, 

■m  -+-  i'  ce  que  devient  37,  v  étant  une  fonction  de  t  et  de  cr  que  nous 
supposerons  indépendante  de  la  distance  de  la  molécule  à  l'axe; 

et  ay  la  hauteur  d'un  point  quelconque  de  la  surface  du  liquide,  au- 
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dessus  de  la  surface  d'équilibre,  y  étant  aussi  une  fonction  de  t 
et  de  7s. 

v  et  y  seront  de  très-petites  quantités  dont  nous  négligerons  les  car- 
rés et  les  produits,  et  nous  verrons  bientôt  que  y  est  très-petit 
par  rapport  à  v  et  à  y,  et  de  l'ordre  yv. 
Menons  un   plan  perpendiculaire  à  l'axe  du   cylindre,  et  soit  AB 

l'intersection  de  ce  plan  avec  la  surface  de  la  partie  solide  ;  CD  son  inter- 


section avec  la  surface  du  liquide,  à  un  instant  quelconque  du  mou- 
vement; EF  son  intersection  avec  la  surface  d'équilibre  de  ce  liquide; 
et  ac,  hd  les  traces  de  deux  plans  passant  par  l'axe  et  faisant  entre  eux 
un  angle  infiniment  petit  dix.  Nous  allons  considérer  la  portion  de  li- 
quide renfermée  dans  le  prisme  droit  infiniment  petit,  ayant  pour  base 
abcd,  et  pour  hauteur  dx;  et  en  évaluant  les  forces  qui  lui  sont  appli- 
quées, nous  pourrons  facilement  trouver  les  équations  de  son  mouve- 
ment, qui  s'effectue  à  très-peu  près  perpendiculairement  à  ac. 
Soit  p  la  densité  du  liquide.  Si  nous  remarquons  que 


ac  —  a  (y  -t-  y) , 


nous  aurons 


a2  (y  -+-  y)  dzs  dx 
pour  le  volume  du  prisme  ,  et 

pa3  (y  -+-  y)  d<z  dx 

pour  la  masse  du  liquide  qu'il  renferme.  Si  donc  nous  appelons  V  Ja 
fonction  dont  les  dérivées  partielles  représentent  les  forces  qui  déran- 
gent le  liquide  de  sa  position  d'équilibre,  nous  aurons 

dV 

adm 
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pour  la  somme  des  composantes  de  ces  forces  perpendiculairement 
à  ac,  c'est-à-dire  dans  le  sens  du  mouvement  du  liquide,  et  la  force 
motrice  qui  en  résultera  pour  le  prisme  sera 

D'un  autre  côté,  la  face  ac  supporte,  de  plus  que  dans  l'état  d'équi- 
libre, la  pression  provenant  du  liquide  compris  entre  CD  et  EF,  et, 
vu  la  petitesse  de  j"  relativement  à  y,  on  peut  considérer  cette  pression 
comme  s' exerçant  uniformément  sur  toute  cette  face  ;  d'après  cela,  il  est 
facile  de  voir  que  cette  pression ,  supportée  par  la  face  ac,  a  pour  va- 
leur 

a  (7  + 1) dcc  x  ps-ai  =  psaî  (7  +  r)y  ad 

g  étant  la  pesanteur  à  la  surface  du  cylindre,  produite  par  son  attrac- 
tion. La  pression  qu'on  vient  d'évaluer  est  dirigée  dans  le  sens  du  mou- 
vement; mais  il  existe  sur  la  face  bd  une  pression  analogue  et  dirigée 
en  sens  contraire,  qui,  en  se  transmettant  sur  la  face  ac,  devient 
égale  à 

il  résultera  donc  de  ces  deux  pressions ,  la  force 
pga*  (y  +  j)  &  civ  du, 

dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement. 

Remarquons  enfin  que  la  force  accélératrice  du  liquide  a  pour  ex- 

d?v 

pression  a  —,  et  nous  en  conclurons  de  suite  l'équation  différentielle 
K(7  -+-  j)d™({x.a-£;  =  pa(y  +  j)dndx^ 
-  P8a2(l  +jr)drsdx^ 
qui ,  en  vertu  des  conventions  précédentes,  se  réduit  à 

.  2d>v  dV  dy 

(9)  a   *r  =  -ï--*flï- 
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8.  L'équation  que  nous  venons  d'obtenir  renferme  deux  inconnues, 
v  et  r;  il  nous  faut  donc  encore  une  équation  entre  ces  deux  quan- 
tités pour  pouvoir  les  déterminer.  C'est  ce  que  nous  obtiendrons  faci- 
lement en  exprimant  la  continuité  du  liquide. 

Pour  cela,  considérons,  dans  l'état  d'équilibre,  un  prisme  infini- 
ment petit,  analogue  à  celui  du  numéro  précédent;  son  volume  sera 

a2  y  drsdx. 

En  passant  de  l'état  d'équilibre  à  l'état  de  mouvement,  la  profondeur 
du  liquide  devient  a(y+y),  et  rs  augmente  de  v.  On  devra  donc 

augmenter  y  de  y  -\ ^L — —  v,  et  dzs  de  -r-  dzs ,  et    l'on   aura   pour 

la  nouvelle  valeur  du  volume  de  ce  prisme 

fl»  (y+y  +.i,-Ù.+  {,d£)(da   +   H£drz)  dx. 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  et  supprimant  les  termes  qui  doivent  être 
négligés,  d'après  les  conventions  du  numéro  précédent,  on  trouve 

(10)  J=-lt- 

Cette  équation   montre   ce  que  nous  avons  avancé  dans  le  numéro 
précédent ,  c'est-à-dire  que  y  est  de  l'ordre  yv. 

9.  Nous  supposerons  que  les  forces  qui  dérangent  le  liquide  de  son 
état  d'équilibre  proviennent  de  l'action  qu'exerce  sur  ce  liquide  un 
autre  cylindre  (B),  de  longueur  indéfinie,  parallèle  au  premier,  et 
doué  d'un  mouvement  uniforme  de  révolution  autour  de  l'axe  de  ce 
premier  cylindre ,  leur  distance  mutuelle  restant  d'ailleurs  constante. 
L'attraction  de  ce  nouveau  cylindre  sur  les  molécules  liquides  ne  sera 
cependant  pas  la  seule  force  dont  V  doive  fournir  les  composantes  : 
en  effet ,  la  surface  du  liquide  étant  modifiée  par  la  présence  de  ce 
cylindre  extérieur,  chaque  molécule  n'est  plus  attirée  par  le  cylindre 
dont  elle  fait  partie,  de  la  même  manière  qu'auparavant.  On  peut 
concevoir  l'attraction  qu'elle  éprouve  comme  se  composant  de  l'attrac- 
tion du  cylindre  solide  et  du  liquide  qui  le  recouvre  dans  l'état  d'é- 
quilibre, et  de  l'attraction  d'une  couche  de  liquide  dont  l'épaisseur 
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variable  est  ay,  et  qui,  positive  en  certains  points,  négative  en  d'au- 
tres, constitue  la  différence  entre  l'état  actuel  du  liquide  et  son  état 
d'équilibre.  L'attraction  de  cette  couche  est  une  force  qui  n'existe  pas 
flans  l'état  d'équilibre,  et  qui  contribue  à  produire  le  mouvement 
que  nous  voulons  déterminer.  V  se  composera  donc  de  deux  parties  : 
i°  celle  qui  dépend  de  l'action  de  cette  couche  liquide,  d'épaisseur  ay, 
sur  la  molécule  dont  nous  cherchons  le  mouvement;  i°  celle  qui 
provient  de  l'action  directe  du  cylindre  (B)  sur  cette  molécule. 
Nous  remarquerons  enfin  que,  comme  nous  ne  nous  occupons  que 
des  mouvements  relatifs  du  liquide  par  rapport  à  la  partie  solide  du 
cylindre,  nous  devrons  appliquer  à  chaque  molécule  une  force  accé- 
lératrice égale,  parallèle  et  contraire  à  celle  à  laquelle  l'axe  de  ce  cy- 
lindre est  soumis  par  l'action  de  chacune  des  causes  dont  nous  venons 
de  parler. 

10.  Pour  déterminer  la  première  partie  de  la  valeur  de  V,  celle 
qui  dépend  de  l'action  de  la  couche  liquide,  d'épaisseur  ay,  sur  la 
molécule  que  nous  considérons,  nous  devons  évidemment  négliger 
l'action  de  cette  couche  sur  l'axe  du  cylindre,  et  nous  aurons,  d'après 
le  n°2, 

V  =  —  pa2  j y'dzs'I.[r2  —  7.ar  cos-y  —  zs)  -+-  a2]; 

y  étant  ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  remplace  zs  par  zs',  et  /•  étant  la 
distance  de  la  molécule  attirée  à  l'axe  du  cylindre.  Cette  dislance  / 
devra  être  remplacée  par  a  dans  les  valeurs  des  dérivées  partielles 
de  V. 

Si  nous  supposons  que  y'  puisse  se  développer  en  série  de  sinus  et 
de  cosinus  des  multiples  de  zs',  et  qu'on  ait 


y'  =  A,  coszs'  -+-  A2  cosasr'  -+-  . 

.  .  -+-  A„  cos  ii  zs' 

-1-  B,  sin  zs'  -+-  B,  sin  a  zs'  -h  . . 

.  -f-  B„  sin  nzs' 

ious  en  déduirons,  comme  au  n°  5  , 

") 


v  =  — r — (A,  cosw+Bj  sinar)H —{&■%  cos2S7+B2  sin  o.zs}-+-... 

2  7:0a  "-*-1  ,  . 
H — —  (A„  cos  nzs  -+-  B„  sin  nzs<  -+-  .  .  .  . 
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il.  Déterminons  maintenant  la  seconde  partie  de  V,  celle  qui  pro- 
vient de  l'action  du  cylindre  (B).  Les  dimensions  de  la  section  droite 
de  ce  nouveau  cylindre  étant  supposées  très-petites  relativement  à  sa 
distance  au  premier,  nous  regarderons  toute  sa  masse  comme  étant 
concentrée  sur  son  axe.  Soient  m  la  masse  de  l'unité  de  longueur  de  ce 
cylindre,  q  sa  distance  à  l'axe  du  premier  cylindre,  et  zs,  l'angle  que 
fait  le  plan  qui  passe  par  les  deux  axes  avec  le  plan  mobile  à  partir 
duquel  se  compte  l'angle  zs(n°  7).  /•  etsr  étant  toujours  les  coordon- 
nées de  la  molécule  dont  on  cherche  le  mouvement,  on  aura  pour  la 
partie  de  V  qui  vient  de  l'action  du  cylindre  (B)  [n°  2], 

V  =  —  ml.[r2  —  %qr  cos  (3^  —  zs)  -+-  q-]. 

La  force  accélératrice  provenant  de  l'attraction  de  ce  cylindre  sur  l'axe 
du  cylindre  (A)  est  égale  à  —  ;  on  doit  donc  appliquer  à  la  molécule 

que  l'on  considère  une  force  égale  à ,  dans  la  même  direction. 

q 

Pour  obtenir  la  partie  de  V  qui  vient  de  cette  force,  nous  la  décompo- 
serons suivant  deux  directions  rectangulaires,  dont  l'une  soit  pa- 
rallèle au  plan  qui  sert  d'origine  à  zs, ,  et  nous  trouverons  les  deux 
composantes 

2m  zm     . 

cos  zs,  , sm  zs, . 

1  <ï 

Multipliant  ces  deux  forces  par  les  éléments  dy  et  dz  de  leurs  direc- 
tions, ajoutant,  et  prenant  l'intégrale,  nous  aurons 


\y  cos  zs,  +  z  sin  s>,)  +  const. , 


ou  bien 


2mr 


cos  (zs,  —  zs)  -+-  const. , 

en  remarquant  que 

y  =  r  cos  rs ,  z  =  r  sin  zs. 

La  valeur  complète  de  V  provenant  de  l'action  du  cylindre  (B)  sera 
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donc 

V  =  —  ml.[r-  —  zqr  cos(73,  —  73)  ■+-  q-\ cos(et,  —  s>)-t-  const; 

ou  bien,  en  déterminant  la  constante  de  manière  que  V  soit  nul, 
pour  r  =  o , 

v  =  —  ml.    1  —  2  -  cos  s,  —  ts  -| I cos  (ts.  —  ts). 

L  9  l'A        1 

En  développant  suivant  les  puissances  de  r,  comme  au  n°  I,  on  trouve 

V    =  —  cos  2  (et,  —  ts)  -+-  -5 — 3-  cos  :>  (et,  —  ts)  H-  ... 

2  /«/•"  ,  . 

H cos  n  (ts.  —  et   -+-  ...  . 

ij  étant  très-grand  par  rapport  à  r,  qui  devra  être  remplacé  par  a  , 
dans  les  dérivées  partielles  de  V,  nous  ne  conserverons  que  le  premier 
terme  de  cette  valeur  de  V  ;  d'un  autre  côté,  on  a 

sr,  =  (n  —  n')  t  —  X, 

11'  étant  la  vitesse  angulaire  du  cylindre  (B)  autour  du  cylindre  (A  .  <-t 
—  X  étant  la  valeur  de  57,  pour  t  =  o;  nous  aurons  donc 

12)  V  =  — -  cos  a  [(n  —  n')  t  —  X  —  ts]. 

12.  La  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  pour  la  partie  de  V 
qui  vient  de  l'action  directe  du  cylindre  (B),  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante 

t„        ma-  r,  .  ,,        ma?    .  r,  ,,  ., 

V  =  — rcos2BT  cos 2  [(n  —  n  )t  —  XJH rsin  257  sin  2  [(n  —  n')t  —  Aj, 

en  développant  le  cosinus,  et  remplaçant  r  par  a,  ce  qu'on  peut  faire. 

puisqu'on  n'a  pas  besoin  de  la  dérivée  — .   Comme  nous  supposons 

que  le  mouvement  du  liquide  est  uniquement  dû  à  l'action  du  cy- 
lindre (B),  et  que  les  circonstances  initiales  du  mouvement  ont  dis- 
paru ,  nous  aurons  évidemment 

v  =  v,  cos  2  [(n  —  n')  t  —  X]  -+-  <a,  sin  2  [(n  —  n')  t  —  X], 
y=JK  cos  2  [(n  —  n<)t  —  X]  -hj2  sin  2  [(n  —  n')  t  —  X], 
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i',,  vî ,  yt,  y2  étant  des  fonctions  de  zs,  indépendantes  de  t.  La  partie 
de  V,  qui  dépend  de  y,  et  qui  a  été  déterminée  au  n°  10,  se  mettra 
donc  également  sous  la  l'orme 

V  =  V',   cos  i  [(n  —  n')  t  —  X]  -h  y't  sin  2  [(n  —  ri)t  —  X], 

V,  et  V2  étant  ce  que  devient  V  lorsqu'on  remplace  y  par  yt  et  y2. 
Cela  posé,  les  équations  (9)  et  (10)  donneront  les  quatre  équations 
suivantes,  pour  déterminer  v,  etyt,  fa  et^2,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  y  en  fonction  de  70, 


.3) 


'4. 


ma2    . 
Slll  2S  + 

1 

d\\               dy, 

du~~ %adu~ 

y,  = 

d .  yr, 
du 

ma' 

COS2ZÔ   + 

1 

dY,                 dy, 

-r1  —  ga  f- 

du          u     du 

7-2   = 

d  ••p'  ■ 
du 

—  l\a^  (n 


wy 


§  III. 

Intégration  des  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  liquide 
sur  un  cylindre,  dans  diverses  hypothèses  sur  la  loi  de  la  profon- 
deur de  ce  liquide. 

15.  Nous  avons  déterminé ,  dans  le  paragraphe  précédent ,  les 
équations  différentielles  du  mouvement  très-petit  d'un  liquide  à  la 
surface  d'un  cylindre  (A),  en  supposant  que  les  circonstances  initiales 
du  mouvement  aient  disparu,  et  que  ce  mouvement  soit  produit  par 
l'action  d'un  autre  cylindre  (B),  parallèle  au  premier,  et  doué  d'un 
mouvement  uniforme  de  révolution  autour  de  ce  premier  cylindre. 
Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'intégrer  ces  équations  diffé- 
rentielles, dans  diverses  hypothèses  sur  la  loi  de  la  profondeur  du 
liquide,  à  la  surface  du  cylindre  (A),  dans  l'état  d'équilibre. 

Premier  cas.  7  constant ,  sur  toute  ta  surface  du  cylindre. 

Dans  ce  cas  les  équations  (i3)  et  (14    donnent,    par  l'élimination 
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de  /,  et  j3 , 

0  *      «ra*  n  '  dra  o 3 


gl"  j->  +  4«2  (n  -  n  ;2  k2  -f  -^  +  — -  cos2w  ==  o. 


Si  l'on  suppose 

i>,  =  A  sin  2sr,  t>2  ==  B  cosaw, 

on  aura 

yK  =  —  ayA  cos  asr,         y2  =  ayB  sin  2ct; 

et  par  suite ,  d'après  le  n°  10 , 

iti  2  7rf.vAa'  ,.,  2  7rp7Bn4 

V,= !-V — -COS  2  73-,  Y-  =  — 4- sinssj-. 

1  r3  73 

On  déduit  de  là ,   en  différentiant  par  rapport  à  za,  et  remplaçant  / 
par  rt(n°  10), 

-1—  =  4nptf   7A  sin  2S7,        g— *  =  liTtpar -yB  cos  2©. 

En  substituant  dans  les  équations  différentielles  en  vt  et  i>2 ,  on  trou- 
vera les  relations  suivantes,  pour  déterminer  A  et  B, 

—  4g7#A  ■+■  ^a2  (p  —  n')2  A  -t-  ^npa2yA —  =  o, 


4gyaB  +  4"2  (n  —  n')2  B  4-  4^p«2'/B  ■+-  -^r~  =  o; 


et  si  l'on  pose 


2ma    _  4a(n — n')J  ■»  2,izpa  _ 

r  —  i~i ,  —  l    ,  —   OC, 

m  #7  £ 


on  aura ,  pour  A  et  B,  les  valeurs  suivantes 


A=->-4 ,         B=  L 


4  —  i'  —  2cc'  4  —  >' —  2a 

On  aura  donc 

27L  27L 

y")    =  7 ^ COS2CT,  r2  =    ^ r, Sin2G7, 

Tome  IX.  —  Février  i844-  7 


JO 

juun^AJj 

et  enfin 

_         27L 

J       4  —  '  ' — 2a 
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cos  i  [  (n  —  n')  t  —  X  —  rs\. 

Cette  valeur  de  y  nous  montre  qu'en  chaque  point  de  la  surface 
du  cylindre  (A),  la  hauteur  du  liquide  variera  périodiquement;  que 
pendant  que  le  cylindre  (B)  fera  un  tour  entier  autour  du  premier, 
cette  hauteur  atteindra  deux  fois  son  maximum ,  et  deux  fois  son  mi- 
nimum ;  enfin  que  si 

4  —  *"*  —  2  a 

est  positif,  le  maximum  aura  lieu  au  moment  même  où  le  cylindre  [B) 
passe  dans  le  plan  qui  renferme  l'axe  du  cylindre  (A),  et  le  point  qu'on 
considère  sur  la  surface  de  ce  cylindre.  (Nous  nommerons  désormais 
ce  plan,  plan  méridien,  ou  simplement  méridien  de  ce  point  de  la 
surface.)  Si  cette  quantité  était  négative,  ce  serait  le  minimum  de  j 
qui  aurait  lieu  au  moment  du  passage  du  cylindre  (B)  au  méridien. 

14.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  tâcher  de  fixer  nos  idées 
sur  la  signification  des  quantités  i3  et  ce.  Nous  avons  d'abord 

si 

Or,  si  n'  est  petit  relativement  à  n,  comme  nous  le  supposerons. 
a  (n  —  n')2  est  à  peu  près  égal  à  la  force  centrifuge  qui  est  développée 
sur  la  surface  du  cylindre  (A)  par  son  mouvement  de  rotation  autour 
de  son  axe;  et  g  est  la  pesanteur  à  la  surface  de  ce  cylindre  :  ra  est  donc 
à  peu  près  égal  à  quatre  fois  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la 
pesanteur,  divisé  par  la  quantité  y.  Et  l'on  se  rappelle  que  y  est  le 
rapport  de  la  profondeur  du  liquide  au  rayon  du  cylindre. 
Nous  avons  ensuite 

2  7rp« 

~*        g 

Or  nous  pouvons  facilement  trouver  la  valeur  de  g  en  fonction  du 
rayon  a  du  cylindre  (A),  et  de  sa  densité  moyenne  que  nous  repré- 
senterons par  p,  :  en  effet,  les  diverses  couches  du  cylindre  étant  à  peu 
près  de  révolution  autour  de  son  axe,  on  peut  prendre  pour  V  la  va- 
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leur  (4);  et  comme  l'on  a 

it  _  d\ 

%  T~         dr-" 

en  ayant  soin  de  remplacer  r  par  a  après  la  différentiation  ,  on  aura 

2M 

Mais     M  =  na2pl;     on  aura  donc 

g=  inp{a, 
et  par  suite 

«=-£. 

Donc  a.  représente  le  rapport  de  la  densité  du  liquide  à  la  densité 
moyenne  du  cylindre. 

Deuxième  cas.  7=7,(1 — ik  cossu),   k  étant  plus  petit  que  \ ,  et  s  étant  entier. 

15.  Déterminons  d'abord  y,  et  vK ,  et  pour  cela  posons 


nous  aurons 


et  par  suite,  la  première  des  équations  (i3)  deviendra 

g  a  y,  (1—  2  k  cos  su)  (-j-t  -+-  4^2  (n  —  n')2?)  +  (!  — '  %k  cossu)'— t-1 


2.  m  a* 
I2 


sin  257(1 —  ik  cos  su)  =  o. 


Il  est  facile  de  voir,  en  déterminant  par  des  approximations  succes- 
sives la  valeur  de  £,,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  k, 
que  cette  valeur  ne  peut  être  que  de  la  forme  suivante: 

Ç,  =  A2  sin  2U  -+-  Aj_2  sin  (s  —  i)u  +  As+2  sin  (s  -h  %)u 

H-  A2 s_2  sin(2j  —  2) u  -h  A2W.2  sin(2^  -+-  2)57  +...; 

7- 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


il  en  résulte 


J.  =  -  7 


el  !  on  aura 


[2  A2  cos  iu  ■+■  (s  —  2)  Aj_2  cos(s  —  a)ar 
+  [S-î-2.)As+2COS(S-h-i)z3  -h(QLS  —  7.)Ais_tCOs(aS—  ïjVS       , 
-+-  (2J-+-  2)  A2  J+2  cos  (2$  +  2)37  -+-  . . .  J 

[A2  cos  iv!  +  A.,_2  cos(*  —  2)© 
-h  AJ+Î  cos  [s  -+-  2)  sr  +  A2  s_2  cos  (2  j  —  2)  sr    . 
+  A2  J+2  cos  (2s  -+-  2)77  -+-  . . .  J 


v'f  =-  '/i"*np 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle,  qu'on  dé- 
veloppe, et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  sinus  des  divers 
multiples  de  v>  (en  supposant  que  s  soit  tel  qu'on  n'ait  pas 

ns  —  2  =  n'  s  -+-  2 , 

ce  qui  exclut  les  valeurs 

s  =  1 ,     £=2,     i  =  4)i 

on  obtient  les  relations  suivantes,  dans  lesquelles  L,  i7  et  a  représen- 
tent les  mêmes  quantités  que  précédemment,  sauf  que  y  est  remplacé 
par  y„ 

-I-  2a  —  21)  A,  —  (s  —  2.)  (s  —  2  —  a)  Aj_j  /•  +  (j  -t-  2)  (*  -+-  2  —  a)  A,+2  k  —  L:=0, 
2a  —  2l)k,k  -+-  [/'  -+-  (s  —  2) a  —  (s  — a)1]  A,_j  +  (2* —  2)  (2*  —  2  —  a)A2l_2X-  —  L^  =  o, 
2'  —  2a)  A, k  -(-  ['-'-+-  (.5 -+-2J a  —  (*-+-2)J]A,+,-H  (2*  +  2)  (2* +2  —  a)  A2s+2  A  -\-hk  =  o, 
j — 2)  (i  —  2  —  a)  A,_2  A  -|-  [iM-(2* — 2)a — (2* — 2)2]A3J_2-f-(3j — 2) (3* — 2 — a.)AJS_2A  =  o. 
s  -h  2)  (*  -+-  2 — a)  AJ+J*  -t-[is+(2f+2)a—  (2^-4-2)I]A,J+24-(3i+2)(3f-i-2 — a)  A3M.2  fr=  O , 
2.t — 2)  (25 — 2 — a)A2,_2*-f-[iJ-4-(3j — 2) a  —  (3* — 2)2]A3i_2-l-(4^ — 2)(4-v — 2 — «)Alwi=o, 
2Î+2)  (2.H-2— a)AJJ+2/-+[i,-(-(3*4-2)a  — (3s+2)7]A3s+7+(^s-+-2){^s+2 — a)Au+,*  =  o, 
etc. 

Ces  relations,  à  partir  de  la  quatrième,  se  forment  d'après  une  loi 
évidente.  Pour  en  déduire  les  valeurs  des  coefficients  A2 ,  As_2,  Ai+2,  etc.. 
on  peut  remarquer  que  si  l'on  développe  ces  coefficients  suivant  les 
puissances  croissantes  de  À-,  le  premier  terme  de  A2  sera  indépendant 
de  A-;  les  premiers  termes  de  As_2  et  As+2  seront  divisibles  par  k  ;  et,  en 
général,  les  premiers  termes  de  A„,_a  et  A„s+2  seront  divisibles  nark". 
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Si  donc  on  pose 

A2      =  A$  -+-  A'2A  -+-  A"2  A2  +  A;  A:3  +  •  •  • , 

Â.J+1  =  A',  +,  k  4-  A"  +2 A2  +  A"'+2  A3  +  . . . , 

"2}-2=  A2i_2ft"  +  A2j_2  A      -+-    ..., 

A2i+2  =  Aji+îA'  -4- A2J+2A  +  .-., 
etc. , 

et  qu'on  substitue  dans  les  équations  précédentes,  on  trouvera,  en 
égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  k , 

i'3-t-2a— 22)A(2>—  L  =  o, 
fï3-t-2a— 2a)A'2  =  o  , 

;7a-4-2a  — 2a)A"2  —  (s— 2)  [s — 2 — a)  A',  _2 -+-(•$-+- 2,,  (s -4- 2  —  a   A',^2  =  o, 
(/2  +  2a  — 22)A2  —  (s—  2)  (5— 2  —  a)  A"_2+(JH-2)(j+2  —  a;  A"+2  =  o, 
etc.; 

12a  -  22)  Al20)  ■+■  [i*  -+-  (5  -  2)  a  -  (5  -  if]  A',_a  -  L  =  o , 
■iv.  —  22)A2  4-  [i2  -+-  {s  —  2)  a  —  (5  —  2)2]  A!_2  ==  o, 
etc. ,  etc. ; 

relations  au  moyen  desquelles  on  déterminera  facilement  les  valeurs  de 

A,,      A2,      A2,...,  A,_2,      A,_2,...,  A,+2,      A,+2,....   etc. 

On  peut  remarquer  immédiatement  qu'il  résulte  de  ces  relations . 
qu'on  a 

A'j  =  o,    A"_2  =  o,    A!+2  =  o,    A2=o,    A2,_2  =  o,    A2f+2  =  o,...; 

c'est-à-dire  que  généralement  Anj_2  et  A„s+2  ne  renferment  que  les 
puissances  paires  de  A,  si  n  est  pair,  et  qu'ils  ne  renferment  que  les 
puissances  impaires  de  A ,  si  n  est  impair. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  équations  (  1 4 ) ,  et  posant 

7"a  =y»i£j>> 
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nous  trouverons,  pour  déterminer  Ç2,  l'équation  différentielle 

gay,  |  i  —  %kcossts)^j=^  -+-  /ja2(n  — n')2Ç.,  +  (i  —  s  À*  cosi'sr  )—r± 

H COS  2  ZS     I  —  2  A"  COS  S  ZS  )  =  O. 

9' 

Si  nous  posons  ensuite 

£2  =  B2  cos  a  zs  -+-  Bf_2  cos  (.?  —  2)  st  -f-  Bi+2  cos  (s  -f-  a)  w 

+  B,  i_2  cos  (2  .y  —  %)zs  -+-  B2s+2  cos  (2^  +  i)zs  -h  — 

nous  en  déduirons  les  valeurs  de  j~2  et  de  V', ,  et  en  substituant  dans 
l'équation  différentielle,  nous  trouverons  les  relations  suivantes ,  qui 
serviront  à  déterminer  les  coefficients  de  la  valeur  de  Ç2  : 

(i2-+-  2a  —  23)B2  -h  {s  —  2)  (*—  2  —  a)  B,_jX  +  (j  4-  2)  (f  +  2  —  a)B,+!  k  -+-  L  =  o, 
(2J  —  2a)  B,/  ■  +  [/'+ (.y  —  2)  a—  (f_  a)»]BM-»-(2*  —  2)  (2*  —  2—  a)  B:j_2  *  —  LX=o, 
(21  —  2a)  B3  k  +  [n  +  (*+  2)a  —  (,f  +  2)2]  Bs+1  +  (2*  +  2)  (a*  +  2  —  a)  BWX •  —  Lk  =  o, 
(.v  —  2)(j  —  2  —  à)B_,*4-pM-(2f— 2)a  —  (2.9—  2)2]B3J_24-(3.r—  2)  (3*— 2— a)  B.,,_,  X  =  o , 
(f+2)(.t+2  —  a)BJ+2X-+[/î+(3j  +  2)a  —  (2s—  2);]B2S_,H- (3^+2)  (3^+2— a)B3M.2X  =  o, 
(2.f— 2)(2.f— 2— a)  Bs,_,X--f-[i2+  (3.5— 2)  a  —  (3.V— 2)!]  BJ:,_2-h(4*—  2)  (4*—  2— a)  _B,_2X-  =  o , 
(2J+a)(2f+a— a)BSl+2*-h[/H-(3f-f-2)a—  (3*+2)']Bj,+,+  (4*+2)(4j+2— a)*BIH.,  =  o, 
etc. 

A  l'inspection  de  ces  relations,  on  reconnaît  immédiatement  que  l'on  a 

B2  =  —  A2 ,     B,_2  =  As_2 ,     Bi+2  =  —  Aî+2 ,     B2S_2  =  A2  ,_2 , 
B         — —  A 

u2!+2   — ■  ^2  5-1-2  »  •  •  •    ? 

et,  en  général, 

r        —  A  R         — A 

"flJ-2   ^dj-!  >        ul!I+2   nns+!' 

D'après  cela ,  nous  aurons  pour  j{  et  jr2  les  valeurs 


7i  = 


[2  A2  COS  izs  -\-  [s  —  2)  Aj_2  cos  (s  —  2)  zs 
+  {s+l)ks+2CO&{s+-X)73 +  {lS—  2)A2i_2COs(2^—  l)zS    I   , 
+  (2  s  +  2)  A,  s+i  cos  (2  s  -f-  2)  zs  -+-  . . .  J 

■} 


[2  A2  sin  2  zs  —  (s  —  2)  Aj_2  sin  (s  —  2)  zs 
-+-  (^+2)Ai+2  sin(j+2)w  —  (2*— 2)A2J_2 sin {is—^zs 
-+-  (is  -+-  2)  A2j+2  sin (2 s  -+-  i)zs  —  ... 
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et  comme  on  a 

y  =  yt  cos  a  [(n  —  n')  t  —  X]  -t-  y2  sin  a  [(n  —  n')  t  —  X]  , 

il  en  résultera 

/      2A,  cos2[(n — n')t — \ — u]-)-(^ — 2)A,_2  cos[2(n — n')f —  2>.+  (s  —  2)ra] 
I  H-  ( J  +2)  A,+2  cos  [2  (n  —  n'  j  t  —  2  À  —  (s  -j-  2)  a] 
I  -+-  (2s —  2)  A2,_j  cos  [2  (n  —  n')  t  —  2  >  -4-  (25  —  2)  ej]  I 

l  -I-  (2J-+-  2)  Ai,+2  cos [2(11  —  n')  t  —  2"/.  —  (2.r-f-  2)cr]  -I-  etc.  .  . . 

La  loi  que  nous  avons  adoptée  pour  la  profondeur  du  liquide  .  t 
la  surface  du  cylindre  k),  est  telle,  que  pour  tous  les  points  de  cette 
surlace  pour  lesquels  siz  est  un  multiple  pair  de  -,  la  profondeur  est 
un  minimum,  et  est  égale  à  y,  1  —  2 A)::  tandis  que  pour  tous  les 
points  pour  lesquels  sv?  est  un  multiple  impair  de  -,  cette  profon- 
deur est  un  maximum,  et  est  égale  à  y,  (  1  +  2À).  Pour  tous  ces  points 
de  profondeur  maximum  ou  minimum,  le  liquide  atteint  sa  plus 
grande  ou  sa  plus  petite  hauteur  au  moment  où  l'on  a 

(n  —  n*)  t  —  ).  —  tu  =  o,       ou       =  r. , 

c'est-à-dire  au  moment  où  le  cylindre  (B)  traverse  le  méridien  du  lieu 
qu'on  considère.  Pour  tous  les  autres  points,  l'instant  de  la  plus 
grande  ou  de  la  plus  petite  hauteur  du  liquide  sera  généralement  dif- 
férent de  celui  du  passage  du  cylindre  (B)  au  méridien. 

Nous  remarquerons  enfin  que  si  l'on  a  A-  =  o,  la  valeur  de  y  se 
confond  avec  celle  que  l'on  a  trouvée  dans  le  cas  d'une  profondeur 
constante;  car  tous  les  coefficients  As_2 ,  Aj_,_2,  A2i_2,  etc.,  s'annulent, 
et  A2  se  réduit  à  A(,o),  en  sorte  qu'on  a 

r  =  — — V-, cos  2[(n  —  n')  t  —  ).  —  rs\. 

J  2'  —  ('  —  2  a  LX 

Troisième  cas.  Liquide  ne   recouvrant  pas  tout  le  cylindre,  et  restant  toujours  compris 
entre  deux  plans  méridiens,  entre  lesquels  la  profondeur  y  est  constante. 

16.  Dans  les  deux  cas  précédents,  nous  avons  pu  déterminer  com- 
plètement le  mouvement  du  liquide  sur  le  cylindre  [À),  en  tenant 
compte  de  l'action  du  liquide  sur  lui-même;  mais  maintenant  que  nous 
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allons  nous  occuper  de  cas  dans  lesquels  le  liquide  ne  recouvre  pas 
tout  le  cylindre,  nous  serons  obligés,  pour  ne  pas  trop  compliquer  la 
question,  de  négliger  cette  action  du  liquide  sur  lui-même  et  de  ne 
tenir  compte  que  de  l'action  directe  du  cylindre  (B)  sur  ce  liquide. 
Il  est  aisé  de  voir  que  cela  revient  à  négliger  la  quantité  que  nous 
avons  désignée  par  a,  dans  les  numéros  précédents,  c'est-à-dire  le 
rapport  de  la  densité  du  liquide  à  la  densité  moyenne  du  cylindre, 
et  que  le  résultat  sera  d'autant  plus  exact  que  ce  rapport  sera  plus 
petit.  Nous  supprimerons  donc  désormais  dans  les  équations  (i3)  etd4) 
les  termes  qui  renferment  Y\  et  V'2. 

Nous  allons  d'abord  considérer  le  cas  où  le  liquide  reste  toujours 
compris  entre  deux  plans  méridiens  correspondant  à  ■&  =  vst  et  à 
jg  =  —  et,  ,  et  où  la  profondeur  du  liquide,  entre  ces  deux  plans,  est 
partout  la  même  Dans  ce  cas,  les  équations  (i3)  donnent,  pour  dé- 
terminer i>, ,  l'équation 

t\  +  i'v,  —  L  sin  2  ci  =  o  ; 

(ta 

et  c,  sera  en  outre  assujetti  à  devenir  nul  pour  za  =  tzk  et  pour 
w  =  —  zs{.  L'intégrale  complète  de  cette  équation  différentielle  est 

v,  =  A  sin  îts  -+-  B  cos  izs  + -,  sin  asr, 

,'  —  4 

A  et  B  étant  les  deux  constantes  arbitraires;  et  si  l'on  détermine  ces 
constantes  de  manière  à  avoir  vt  =  o  pour  sr  =  sr,  et  pour  rs  =  —  sr, , 

on  aura 

L 


(sin  2u,     .      .     \ 
Sin  2  57 : ; Sin  ITS  ]• 
sin  i  n,  / 

il 

4      \COS  JET,  / 


*<  -i'-4 

On  trouvera  de  même,  au  moyen  des  équations  (i4)> 

L         /cos  2  ET, 


COS  ITX  —  COS  2ST 

l'  —  i{     \COS  JET, 

<  )n  aura  donc 


Sin  2ET,       .  .       \  r  !  ,n    ,  , -i  \ 

sin  a zs  —   -. — : —  sin  iv>    cos  2    (n  —  n'  )  t  —  A  1 

sin  ;  et,  /  LX  J  ( 

/+  I  —t  ,CT|  cos  izs—  cos  2cr)sin  2[(n — n')t— X]  J 
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et  ensuite 


7L 

y=- 


(  2COS2ST  —  ts|n  2CT'  cos  m\  cos  -2  [(n  —  n')  t  —  1]  ) 

\  sm  1  a,  /  ' 

^  f  -+-  (2sinaar  —  /C052CT'.  sin/w)  sin  2  f  (n  —  n')  *  —  X]  1 
\  \  cos  IU,  / 

Enfin ,  si  l'on  pose 

N  cos  (2sr  -+-  2 s)  =  /"!_■!  (2  cos  2 z 

N  sin  (jh  -+-  as)  =  ,  ^_  .,  (2  sin  nis  —  i 


sin  (a, 

cos  2n, 


_/  =  N  cos  2  f  (n  —  n')  t  —  X  —  zs  —  e], 
et  les  quantités  N  et  £  seront  déterminées  par  les  formules 


,T  7L  //  .S1I12CT,  .      \2  /        .  .COS2E7,     .       .        \2 

N  =  ~ 1/    2  COS2CT  —  1  -.-- — cos  m     +     2Sin2TO  —  i : — sin<sr,     , 

4 — '2V  \  sinfcj,  /         \  cosict,  / 

(Tsin(i-)-  2)  et,  sin  (/ —  2)  n -t-  sin  (i  —  2)0,  sin  (('  -t-  2)  nr] 

tçjng  2£= —. s —r^ 

b  ;'[sin  (('  +  2)ct,  cos(i  —  %)vj — sin(i — 2)ct,  cos((+2)ral — 2sin2/n, 

La  valeur  de  y  qu'on  vient  de  trouver  satisfait  à  la  condition  que  la 
quantité  du  liquide  reste  constamment  la  même,  condition  qui  s'ex- 
prime par  l'équation 


i 


ydrx  =  o; 

en  effet .  l'on  a 

jydrs  =    -  fV , 

quantité  qui  est  nulle  pour  ts  =  sr,  et  pour  vs  =  —  sr,. 

L'angle  e,  étant  pris  de  manière  que  N  soit  positif,  et  étant  réduit  en 
temps,  représente  le  retard  du  maximum  de  la  hauteur  du  liquide  sur 
le  passage  du  cylindre  (B)  au  méridien.  Les  deux  valeurs  de  £  corres- 
pondant à  7s  =  tst  et  à  sr  =  —  sr(,  sont  égales  et  de  signes  contraires  : 
donc  autant  ce  maximum  de  la  hauteur  du  liquide  retarde  sur  le  pas- 
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sage  du  cylindre  (B)  au  méridien,  pour  une  de  ces  limites,  autant  il 
avance  sur  ce  passage  pour  l'autre  limite.  La  même  chose  a  lieu  pour 
deux  points  quelconques  de  la  surface  du  cylindre  (A),  correspondant 
à  des  valeurs  de  zs  égales  et  de  signes  contraires. 

Pour  comparer  la  hauteur  maximum  à  laquelle  le  liquide  s'élèvera 
dans  ce  cas,  avec  la  hauteur  maximum  correspondant  au  premier  cas, 
la  profondeur  y  restant  la  même,  il  suffira  de  déterminer  le  rapport  de 
N  au  coefficient  du  cosinus  dans  la  valeur  de  y  du  n°  15,  après  avoir 
fait  dans  ce  coefficient  a  =  o,  afin  de  partir  des  mêmes  hypothèses; 
on  trouvera  ainsi  pour  ce  rapport 


//  ('     S1I12CT,  .      \2  /    .  I      C0S2CT,       .         .        V 

V/    cos  asr : cos  izs)    +      sin  1ZS ; —  sin  IZS 

V    \  2    sin  Ivs,  I  \  2    COS  la,  J 

Quatrième  cas.     7  =  27,  cos-sn,     s  étant  quelconque. 

1  7.  Nous  supposons  actuellement  que  la  profondeur  du  liquide  soit 
donnée  par  la  formule 

y  =  2y,    COSSZS, 

s  étant  quelconque,  et  qu'il  n'y  ait  de  liquide  que  pour  les  points  pour 

lesquels  zs  est  compris  entre  —  —  et  — 

Si  l'on  élimine  y,    entre   les  équations  (i3),   qu'on  multiplie  par 
2  cos  szs  ,  et  qu'on  pose 

/»'«   =   '/.Si. 

on  trouve  l'équation 

d-t.  .      ,  ,  ,  i  „  2m  a7    .  .        . 

g/j  y,  — -^  .  2  cos  stz  -+■  !\a *  (n  —  n'  j2  Ç,  —   — —  sin  (*  +  a)  zs 

2 m  a*    .     . 
-+-   — —  sin  [s  —  •>.  )  v,  =  o , 
9 

ou  bien  ,  en  vertu  des  notations  adoptées , 

2  cos  szs  -—  -j-  i2 Ç ,  +  L  sin  [s  —  2)  zs  —  L  sin  [s  ■+-  2) zs  =  o. 
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Pour  satisfaire  à  cette  équation  ,  nous  prendrons 

Ç,  =  A2  sin  itz  -+-  A,,_2  sin  (s  —  a)sr  -h  As+2  sin  (s  -h  2)7? 

-+-  A2S_„  sin  (is  —  a)sr  +  A2M_2  sin  (2 s  ■+■  a)ar  +■  ■•■ 

En  substituant  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  divers  sinus,   nous 
obtiendrons  les  relations  suivantes  : 

/2  A2  4-  (s  —  a)2  Af_2  —  (j  -+-  a  ?  As+2  =  o  , 
22A2  -+-  ia  A,_2  —  (2*  —  a)*A,w  +  L  =  o, 
22A3  —  /'2  Ai+2  -H  ^2J+2)2A2J+a  -r-L  =  o, 
(j  -  a)2  A,_2  -  i»  A„_2  +  (3*  -  a)2  A„_,  =  o, 
(s  +  a)2  AJ+2  —  i*  Aas+2  -+-  (5s  +  a)2  A3J+2  =  o, 
(a*  —  a)2A2j_2  —  r'2A8,_2  +  (4-î  —  a)2  A„._2  =  o, 
(2  s  +  a)2  A2i+2  —  ?" 2  A3i+2  +  (  (\  s  -+■  a)2  A„+2  =  o  , 
etc. 

La  loi  de  ces  relations  est  évidente,  à  partir  de  la  quatrième. 

On  reconnaîtra  facilement  que  si  l'on  opère  de  même  sur  les  équa- 
tions (1 4),  et  qu'on  pose 

on  aura 

Ç2  =  —  A,  cosaw  +  Aj_2  cos  (s  —  i)vs  —  As+2  cos  (.y  -+-  a)  vs 

+  A2S_2  cos  (a  s  —  2)37  —  A2f+ïcos(a.s  +  a)sr  +..., 

les  coefficients  étant  les  mêmes  que  précédemment. 

Les  relations  qui  ont  été  trouvées  entre  ces  coefficients  peuvent 
servir  à  les  déterminer  tous  en  fonction  de  deux  d'entre  eux  qui  res- 
teront arbitraires  :  mais  il  existe  des  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  Ç,  et  Ça,  et  qui  serviront  à  les  déterminer.  En  effet,  la  pro- 
fondeur 7  du  liquide  étant  nulle  pour  sr  = et  pourcr  —  —  ,    et 

les  valeurs  de    v ,  et  de   f2   ne  devant  jamais  être  infinies ,  il  s'ensuit 
que  Ç,  et  Ç2  doivent  également  être  nuls  pour  ces  deux  valeurs  de  ar; 

en  remplaçant  donc  rs  par  — ,   dans  Ç,  et  Ç2,  et  égalant  à  zéro,  on 
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trouvera 

j~A2  —  Aj^j  +  A4w_a  —  A6i+2  + 
L       ~+~  A2J_2       A4i_2  -(-  A6i_2 

[Ai+2  A3î+2  ~+"  A5i+a  A7W_2 

+  A.j_2        A3i_2  -+-  A5J_2        A7J_2 


]cos'! 


=  o 


*.]sin7] 


[A2       AÏM.2  +  A4J+2       AGj+.2  "+" 
-4-  A2i-2        Ais_2  -+-  A6j_2  — 
["     A;_,  —  A„+î  -f-  Alt+3  —  A,x+2  - 
|_+A,_2  -  A3S_2  -H  A5J_2  -  A7i_2  - 

En  remplaçant  cr  par -,   on  trouverait  les  mêmes  équations.  Ces 

deux  équations  reviennent  évidemment  aux  deux  suivantes  : 

A2  —  A2î+2  -+-  A4M_2  —  Aw+2  -h  ....      ) 

>  =  o, 
■+■  A2i— 2       A4J_2  ■+-  A6J_2  —  ) 

A.î-i-2        A3i_,_2  "+"  A5J_2         Aïi+2  -+- 

■+-  A.s—2  —  A3J_2  -+-  A5i_2 A7J_2  -+- 

qui  serviront  à  trouver  les  valeurs  des  deux  coefficients   qui  étaient 
restés  indéterminés. 

D'après  les  valeurs  trouvées  pour  £,  et  Ç2>  on  aura  pour  >",  et  y\ 
les  valeurs  suivantes  : 

[2A:C0S2ct  +  (*  —  2)Aj_:  COS  (s —  2.)a  -+-  (s  -+-  2}  A1+!  COS (s  -+-  2)  SI       I 
-h  (2S—  2)Ajj_,  C0S(2i 2)0-+-  (25-1- 2)  Ajh.;  C0s(2*H-2)ei  -f-  .  .  .  .  J  ' 

[2  A:sin  2ct  —  (*  —  2)Ai_2  sin{s  —  2)0  +  (j -f-  2) As+, sin (s  -1-2)0 
—  (2s  —  2)Ai,_2sin(2i —  2)cr-f-  (21  +  2)  A:,+;Sin(2j-|-2)Ej  —  .  . . .  J' 

et  par  conséquent  pour  y,  la  valeur 

i2A, cos 2[(n  —  n' )  t  —  \  —  o]  -+-  (s — 2) A,_5  cos  2) [(n — n' )t —  >. — ci]  -f-  ^ CT J 1 
-t-(*+2)  A,+3  cos[  2[(n-n')  f->.-cj)]-stj}-t-  (25-2)  Au_,  cos  { 2  [(n-n'  )  r-Vv]  -f-2.»j  l  !, 
—  [2  s  -u  2  A:  _;  cos  { 2  [(n  —  n'  )  *  —  >  —  o]  —  2 .? o  |  -f- .  .  .  . 

ou  bien 

y  =  N  cos  2  [(n  —  n')  t  —  ).  —  et  —  z] , 
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les  quantités  N  et  s  étant  déterminées  par  les  formules 

—  (s —  2) A,_;SÏn^CT  +  (^+2)  AI+isin,»g  —  (2,y— 2)A;.,_;sin  2.sct+(2.H-2)  A,,+3  sina.^o  —  , 

~~    2A,+  (f— 2)A^_jCOS«T-H(.fH-2)A,+sCOSflT+(2*— 2)A2,_3COS2.VCT-|-(2f+2)  A2i+Î  COS  2.TCT  + . 


N  =  7,  y/[— (.t-2)AJ_jsin*CT+^H-2)AJ+3sinjo-...],4-[2A,+^-2)A<_Jcos«T+(j+2)A,+-Jcos.vrr- 

On  verra,  comme  dans  le  numéro  précédent,  que  cette  valeur  de  y 
satisfait  à  la  condition  que  la  quantité  de  liquide  reste  constante. 

On  reconnaît  encore  ici  que,  pour  des  valeurs  de  ts  égales  et  de 
signes  contraires,  £  prend  aussi  des  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires; en  sorte  que,  autant  le  maximum  de  la  hauteur  du  liquide 
retarde  sur  le  passage  du  cylindre  (B)  au  méridien  en  un  point,  autant 
ce  maximum  avance  sur  ce  passage  en  un  autre  point  symétrique  du 
premier  par  rapport  au  plan  méridien  correspondant  à  ts  =  o.  Ce 
résultat  s'applique  aux  deux  limites  du  liquide ,  qui  sont  placées  sy- 
métriquement par  rapport  à  ce  plan. 

§  IV. 

Considérations  générales  sur  les  marées  de  l'océan  Atlantique. 

18.  C'est  dans  un  Mémoire  sur  les  marées  du  port  de  Londres,  pré- 
senté à  la  Société  royale  de  cette  ville,  en  juin  i83i,  que  M.  Lubbock 
émet  pour  la  première  fois  l'idée  que  la  marée  se  propage  du  sud  au 
nord  dans  l'océan  Atlantique  [*]  :  «  En  sorte  que,  ajoute-t-il,  la  pleine 
»  mer  arrive  à  peu  près  en  même  temps  sur  la  côte  de  Portugal ,  et 
»  sur  la  côte  opposée  d'Amérique,  circonstance  remarquable  qui  a  été 
»  signalée  par  Bacon.  »  Ce  Mémoire  ne  renferme  pas  d'autres  détails  à 
ce  sujet,  si  ce  n'est  une  carte  réduite  sur  laquelle  sont  marqués,  sur  les 
côtes  orientales  et  occidentales  de  l'océan  Atlantique,  plusieurs  points 
opposés  où  les  marées  ont  lieu  au  même  moment. 


[*]  It  will  be  seen  that  the  continents  aller  the  dii  cction  of  the  cotidal  Unes  (I  mean 
the  séries  of  points  at  which  it  is  high  water  at  the  same  instant),  and  that  the  progress 
of  the  tide  is  not  always  from  east  to  vrest  :  in  the  Atlantic  it  is  from  sonth  to  north  ;  so 
that  it  is  high  water  at  nearly  the  same  time  on  the  coast  of  Portugal  and  on  the  oppo- 
site coasteof  America.  Tins  remarkable  circumstance  is  !\Toticed  by  Bacon.  [Transactions 
philosophiques  de  i83i,  page  382.) 
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En  mai  i833,  M.  Whewell  présenta  à  la  moine  Société  an  Mémoire 
intitulé  :  Essai  d'une  première  approximation  d'une  carte  de  lignes 
cotidales  il  entend  par  ligne  cotidale  la  suite  des  poinis  dans  lesquels 
la  pleine  mer  arrive  an  même  moment).  Dans  ce  Mémoire,  l'auteur 
s'appuie  sur  tous  les  renseignements  recueillis  par  les  navigateurs  et  qui 
ont  pu  parvenir  à  sa  connaissance,  pour  tracer  dans  toutes  les  mers 
les  lignes  cotidales,  lignes  qui  indiquent ,  comme  on  le  concevra  aisé- 
ment, les  positions  successives  du  flot-marée  (tide-wave).  Pour  l'océan 
Atlantique  en  particulier,  il  trouve,  en  réduisant  les  heures  des  pleines 
mers  dans  différents  lieux  en  temps  de  Greenwich,  que  ces  heures  vont 
constamment  en  retardant  sur  la  côte  est  de  cet  océan,  depuis  le  cap 
de  Bonne-Espérance  jusque  vers  les  îles  Britanniques;  et  il  en  conclut 
que  le  flot-marée  marche  du  sud  au  nord,  comme  l'indique  du  reste 
très-clairement  la  carte  générale  qui  est  annexée  à  son  Mémoire,  et  sur 
laquelle  les  lignes  cotidales  de  l'océan  Atlantique  sont  des  lignes  con- 
vexes vers  le  nord ,  et  avant  leurs  extrémités  sur  des  points  des  deux 
côtes  à  peu  près  opposés. 

Dans  un  nouveau  Mémoire  sur  les  marées  du  port  de  Londres ,  pré- 
senté en  i836,  M.  Lubbock  suppose  que  ces  marées  suivent  les  mêmes 
lois  qu'au  cap  de  Bonne-Espérance,  si  ce  n'est  qu'elles  sont  en  retard 
de  trente-six  heures  sur  celles  de  ce  cap;  parce  qu'il  admet,  comme 
précédemment,  que  le  flot-marée  se  propage  dans  l'océan  Atlantique  du 
sud  au  nord,  qu'il  tourne  autour  des  îles  Britanniques,  pour  arriver 
jusqu'à  Londres,  et  que,  pour  faire  ce  trajet,  il  met  trente-six  heures, 
dont  douze  pour  aller  du  cap  de  Bonne-Espérance  à  Gibraltar,  douze 
de  Gibraltar  à  Edimbourg,  et  douze  d'Edimbourg  à  Londres.  Il  ajoute 
qu'il  a  reconnu  que  le  retard  des  marées  à  Brest  est  beaucoup  plus  pe- 
tit qu'à  Londres,  et  qu'il  n'y  a  pas  de  doute  qu'il  ne  soit  moindre  au 
cap  de  Bonne-Espérance  qu'à  Brest. 

11  est  évident  d'après  cela  que,  pour  MM.  Lubbock  et  Whewell ,  les 
marées  de  Brest,  et  celles  de  toute  la  partie  nord  de  l'océan  Atlantique 
ne  sont ,  du  moins  en  grande  partie,  que  des  marées  dérivées,  et  qu'elles 
sont  le  résultat  des  oscillations  que  la  Lune  et  le  Soleil  produisent  dans 
la  mer  du  Sud. 

19.   Voyons  d'abord  si  les  faits  sur  lesquels  repose  l'idée  admise  par 
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iesdeux  savants  anglais  ne  pourraient  pas  s'accorder  avec  l'idée  con- 
traire, qui  consisterait  à  regarder  les  marées  des  côtes  d'Europe,  sur 
l'océan  Atlantique,  comme  produites  en  grande  partie  par  l'action  di- 
recte de  la  Lune  et  du  Soleil.  Imaginons  pour  cela  que  les  marées  de  la 
mer  du  Sud  produisent,  comme  ils  le  supposent,  des  ondulations  qui 
se  propagent  du  sud  au  nord  ,  dans  l'océan  Atlantique ,  et  qu'en  même 
temps  les  actions  de  la  Lune  et  du  Soleil  donnent  lieu ,  quelque  part 
dans  cet  océan ,  à  des  marées  directes ,  dont  les  heures  sur  les  côtes 
s'accordent  à  peu  près  avec  celles  du  flot  venant  de  la  mer  du  Sud;  ces 
marées  directes  ne  feront  qu'augmenter  la  hauteur  des  marées  observées 
sur  ces  côtes,  et  les  heures  resteront  toujours  à  peu  près  les  mêmes 
que  si  elles  n'existaient  pas.  Si  donc  on  se  contente  de  considérer  les 
heures  des  marées  aux  différents  points  des  côtes,  il  semblera  toujours 
que  les  marées  ne  sont  que  le  résultat  de  celles  qui  se  produisent  dans 
la  mer  du  Sud  ,  et  que  les  actions  directes  du  Soleil  et  de  la  Lune  n'y 
entrent  pour  rien.  Eh  bien,  j'ai  de  fortes  raisons  de  croire  que  ce  cas 
hypothétique  se  trouve  réalisé  dans  la  nature. 

Si  nous  considérons,  en  effet,  la  figure  de  l'océan  Atlantique,  nous 
remarquerons  qu'en  allant  du  sud  au  nord,  après  un  resserrement 
assez  considérable  vers  l'équateur,  entre  l'Afrique  et  l'Amérique  du 
Sud,  il  s'élargit  et  forme  un  immense  bassin  dont  la  plus  grande  largeur 
en  longitude  est  d'environ  70  degrés,  et  correspond  à  peu  près  au  pa- 
rallèle du  trentième  degré  de  latitude  nord  ;  sur  les  côtes  d'Afrique  et 
d'Europe  qui  sont  voisines  de  cette  plus  grande  largeur,  l'établissement 
varie  de  onze  heures  à  trois  heures,  en  marchant  du  sud  au  nord,  et 
par  conséquent  pourrait  assez  bien  convenir  à  des  marées  qui  seraient 
produites  directement  dans  ce  bassin.  On  voit  donc,  d'après  cela,  que 
les  heures  des  marées  recueillies  par  les  navigateurs  sur  les  divers  points 
des  côtes  occidentales  d'Afrique  et  d'Europe  ne  peuvent  pas  suffire 
pour  démontrer  que  les  marées  que  nous  observons  soient  presque  ex- 
clusivement produites  par  celles  de  la  mer  du  Sud  ,  puisque  ces  heures 
s'accordent  avec  l'hypothèse  où  des  marées  directes,  même  très-consi- 
dérables, se  produisent  vers  le  trentième  degré  de  latitude  nord. 

MM.  Lubbock  et  Whewell  s'appuient  encore  sur  un  autre  fait  :  c'est 
que  la  pleine  mer  arrive  à  peu  près  au  même  instant  dans  des  points  des 
deux  côtes  de  l'Océan  avant  même  latitude.  Mais  ce  fait  n'est  nullement 
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contraire  à  notre  hypothèse;  car,  lorsque  des  marées  se  produisent  di- 
rectement dans  une  mer  limitée,  il  peut  très-bien  se  faire  que  la  pleine 
mer  arrive  en  même  temps,  ou  à  peu  près,  sur  les  deux  côtes  opposées. 
Ensuite  les  heures  de  la  pleine  mer  sur  les  côtes  des  États-Unis  éprou- 
^ent  probablement  des  retards  en  raison  du  peu  de  profondeur  que  la 
mer  doit  présenter  jusqu'à  une  certaine  distance  des  côtes  dans  ces  con- 
trées, et  ces  heures  ne  doivent  pas,  par  conséquent,  être  considérées 
comme  pouvant  conduire  à  des  résultats  bien  concluants. 

20.  Maintenant  que  nous  avons  reconnu  que  rien,  dans  les  faits 
cités ,  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  regarde  les  marées  de  la  partie  nord  de 
l'océan  Atlantique  comme  étant  en  grande  partie  des  marées  directes, 
nous  allons  chercher  à  donner  diverses  preuves  qui  contribueront  à 
confirmer  l'exactitude  de  cette  hypothèse. 

La  première  et  la  meilleure  consistera  dans  la  considération  des  hau- 
teurs des  marées,  dont  les  savants  anglais  ne  se  sont  pas  occupés.  Ces 
hauteurs  ne  sont  pas  connues  d'une  manière  bien  précise,  quoique 
cependant  leur  détermination  soit  sujette  à  moins  d'incertitude  que  celle 
de  l'établissement;  mais  les  renseignements  donnés  parles  navigateurs 
sur  ces  hauteurs  seront  bien  suffisants  pour  l'objet  que  nous  nous 
proposons  ici. 

Pour  la  côte  occidentale  d'Afrique,  j'ai  consulté  le  Tableau  général 
des  vents,  des  courants  et  des  marées,  par  Ch.  Romme  ;  la  description 
des  côtes  d'Afrique,  par  Owen  ;  le  Mémoire  de  M.  Roussin  sur  la  na- 
vigation aux  côtes  occidentales  d'Afrique,  et  les  Cartes  qui  composent 
Y  Hydrographie  française.  J'ai  pu  former  ainsi  le  Tableau  suivant,  qui 
donne  les  hauteurs  des  marées  en  pieds,  avec  l'indication  des  sources  où 
je  les  ai  puisées. 

(  3p'- Romme. 

Cap  de  Bonne-Esperance.  .   .   .  {   „  .  _ 

1  [  5P'- Owen. 

Simon  s-Bay 3ps Romme. 

Ile  Sainte-Hélène. 2^-  gP°- Romme. 

Saint-Paul  de  Loando 5P'- Owen. 

Baie  de  Corisco ^'- Owen. 

Entrée  de  la  rivière  de  Bénin.   .       8p'- Owen. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 

Rivière  Sierra -Leone.    .    .   . 


Iles  de  Loss. 


ioP'- Romme. 

]2pi.  gpo. Owen. 

12  à  i5|>1- Romme. 

i3p:- Owen. 

Archipel  des  Bissagos,  entrée  du 

grand  canal 8p'- Roussin. 

Archipel    des    Bissagos ,     canal 

oriental 12  a  i5p'- Roussin. 

_.     _      ,  I   2  à  3p'- Romme. 

Ile  Goree <       .    „  _    ,      -  ,_         .   , 

)   2P1-  6p°- Hydr.  franc.  (Roussin) 

Ile  Saint-Nicolas  (cap  Vert).    .    .       5  à  6'"- Romme. 

Cap  Blanc loi"*  dans  les  syzygies.  .   .     Hydrographie  française. 

„     •     .    ~<    ,  .«.  (i2P'-  dans  les  syzyeies.  ■     1    „    ,  , .     r 

Sainte-Croix  de  Tcncnffe.    .       •{,•■,        ,  ,  ]  Hrdro^rauhie  française. 

\  DP'- dans  les  quadratures.) 

La  plupart  de  ces  hauteurs  sont  données  sans  indication  des  époques 
auxquelles  elles  correspondent,  en  sorte  qu'il  est  possible  que  plu- 
sieurs d'entre  elles  se  rapportent  aux  syzygies  On  peut  expliquer  ainsi 
la  différence  des  hauteurs  données  par  Romme  et.  par  Owen  pour  le 
cap  de  Ronne-Espérance,  différence  qui  est  presque  égale  à  la  plus  pe- 
tite des  deux  hauteurs.  Cependant,  quoique  les  marées  soient  généra- 
lement très-petites  aux  enviions  du  cap  de  Ronne-Espérance,  elles  pour- 
raient bien  avoir  au  cap  même  une  hauteur  moyenne  de  5  pieds,  à 
cause  de  la  position  qu'il  occupe,  à  l'extrémité  d'un  continent  qui  est 
disposé  de  manière  à  s'opposer  à  la  marche  du  flot-marée  de  l'est  à 
l'ouest. 

La  petitesse  des  marées  à  l'île  Sainte-Hélène  est  confirmée  par  des 
observations  dont  parle  M.  Whewell ,  dans  son  Mémoire  de  1 833. 
D'après  ces  observations,  la  plus  grande  marée  dans  cette  île  est  de 
3  pieds. 

A  l'inspection  du  tableau  précédent,  on  voit  que  la  marée,  faible 
d'abord  au  cap  et  à  Sainte-Hélène,  augmente  sur  les  côtes  de  Guinée, 
et  devient  assez  considérable  à  l'entrée  de  la  rivière  Sierra-Léone ,  et 
dans  les  îles  de  Loss  et  des  Rissagos;  puis  elle  redevient  faible  à  l'île 
Gorée,  où  elle  n'est  plus  que  de  2  \  pieds;  enfin,  à  partir  de  là,  elle 
augmente  jusque  vers  les  côtes  d'Europe. 

Tome  IX.  _  Février  1844.  9 
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Quant  aux  hauteurs  des  marées  sur  les  côtes  d'Europe,  je  me  con- 
tenterai de  prendre  les  résultats  des  observations  faites  simultanément 
en  divers  lieux,  en  juin  1 835,  et  rapportées  par  M.  "Whewell,  dans  un 
Mémoire  présenté  à  la  Société  royale  de  Londres  en  i836[*].  D'après 
ces  observations,  la  hauteur  moyenne  de  la  marée  est 

A  Cadix d'environ  8p'-, 

Sur  la  cote  de  Portugal 71"' t> 

Pointe  nord-ouest  de  l'Espagne cfl-  4-, 

A  Brest i4pi-- 

On  voit  par  là  que  les  marées  conservent  sur  les  côtes  d'Espagne  et  de 
Portugal ,  à  peu  près  la  grandeur  qu'elles  avaient  vers  le  nord  de 
l'Afrique,  et  qu'elles  sont  encore  plus  considérables  à  Brest. 

Si  nous  cherchons  maintenant  à  nous  rendre  compte  de  ce  qui  de- 
vrait arriver  si  les  marées  île  l'océan  Atlantique  n'étaient  que  des  ma- 
rées dérivées  provenant  de  celles  de  la  mer  du  Sud,  nous  reconnaîtrons 
que  le  flot-marée,  en  s'avançant  vers  le  nord,  rencontrerait  bientôt  la 
côte  de  Guinée  qui  s'opposerait  à  sa  marche,  comme  une  barrière  ,  et 
que,  par  conséquent,  les  marées  deviendraient  plus  grandes  sur  cette 
côte;  mais  qu'après  avoir  traversé  l'espèce  de  détroit  que  présente 
l'Océan ,  le  flot  diminuerait  en  se  répandant  dans  une  mer  plus  vaste , 
et  que  les  marées  redeviendraient  au  moins  aussi  faibles  qu'au  point 
de  départ  de  ce  flot.  Les  résistances  de  tout  genre,  auxquelles  la  met- 
est  soumise  dans  ses  mouvements,  contribueraient  encore  à  faire 
diminuer  la  grandeur  de  ces  marées.  Les  résultats  des  observations  des 
navigateurs  s'accordent  assez  bien  avec  cette  marche  du  flot-marée , 
depuis  le  cap  de  Bonne-Espérance ,  jusque  vers  le  cap  Vert  ;  mais ,  a 
partir  de  là,  jusqu'aux  îles  Britanniques,  la  grandeur  des  marées  est 
beaucoup  plus  considérable  qu'elle  ne  devrait  l'être  dans  cette  hypo- 
thèse; et  on  ne  peut  pas  dire  que  cela  tient  à  des  circonstances  locales, 
puisque  toutes  les  observations,  faites  en  un  grand  nombre  de  lieux 
très-différents ,  conduisent  au  même  résultat. 

'21.   Dans  la  crainte  qu'il  ne  reste  des  doutes  sur  la  petitesse  du  flot- 

{*]   Transactions  philosophiques  de  i836,  He  partie,  page  3?.~ 
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marée  dans  la  mer  du  Sud,  petitesse  qui  sert  de  fondement  à  nos  rai- 
sonnements, et  qui  n'a  été  constatée,  dans  le  numéro  précédent,  qu'en 
un  très-petit  nombre  de  points,  je  considérerai  aussi  les  hauteurs  des 
marées  sur  les  côtes  de  l'Amérique  méridionale.  Les  marées  devant  se 
produire,  dans  la  mer  du  Sud  ,  à  peu  prés  comme  elles  le  feraient  dans 
une  mer  libre  de  toutes  parts,  le  flot-marée  doit  marcher  de  l'est  a 
l'ouest,  et  par  conséquent  venir  s'arrêter  sur  les  côtes  de  l'Amérique, 
où  les  eaux  doivent  s'élever  plus  qu'en  pleine  mer.  Voyons  maintenant 
ce  qu'indiquent  les  observations. 

Pendant  le  séjour  de  l'Émulation  (voyage  de  M.  Duperré)  sur  la 
rade  de  Montevideo,  en  janvier  i83i,  la  plus  grande  marée  observée 
a  été  de  2pi-  5po-;  et,  ce  qui  est  assez  singulier,  le  1 5  janvier,  lendemain 
de  la  nouvelle  lune,  le  niveau  de  la  mer  n'a  varié  que  de  7  pouces, 
depuis  7  heures  du  matin  jusqu'à  5  heures  du  soir.  La  latitude  de 
Montevideo  est  à  peu  près  la  même  que  celle  du  cap  de  Bonne-Espé- 
rance. 

Suivant  le  Pilote  du  Brésil  de  M.  Roussin,  la  hauteur  de  la  marée 
est  d'environ  2pi-  ~  à  l'île  Sainte-Catherine  et  à  Rio-Janeiro  ;  d'environ 
4  pieds  à  l'entrée  de  la  baie  du  Saint-Esprit;  et  au  plus  de  5  pieds,  à 
l'époque  des  syzygies,  dans  les  îles  des  Abrolhos. 

Il  résulte  évidemment  de  ces  nombres  que  les  marées  de  la  mer  du 
Sud  sont  extrêmement  faibles  et  insuffisantes  pour  être  en  grande  par- 
tie la  cause  des  marées  des  côtes  de  l'Europe. 

Si  nous  continuons  à  marcher  vers  le  nord,  sur  la  côte  d'Amérique, 
nous  trouvons,  toujours  d'après  le  Pilote  du  Brésil,  que  la  marée  est 
d'environ  5  pieds  dans  la  Baie  de  Tous-les-Saints;  quelle  est  de  7pi'  \ 
dans  le  port  de  Fernambouc;  de  10  à  12  pieds  dans  l'île  isolée  Fer- 
nando de  Noronha;  de  1 1  à  1  2  pieds  dans  la  baie  de  Ciara,  à  l'époque 
des  syzygies;  et  enfin,  d'environ  8  pieds  à  Cayenne. 

Cette  augmentation  de  la  hauteur  de  la  marée  vers  le  nord  de  la  côte 
du  Brésil  s'accorde  assez  bien ,  ainsi  que  celle  qui  a  été  observée  sur 
la  côte  de  Guinée,  avec  l'hypothèse  de  MM.  Lubbock  et  Whevvell  sur 
la  marche  du  flot-marée  du  sud  au  nord;  puisque,  vers  le  rétrécisse- 
ment que  présente  l'Océan ,  ce  flot  doit  devenir  plus  considérable  : 
mais  elle  pourrait  bien  tenir  aussi  en  partie  aux  marées  produites  direc- 
tement dans  ces  régions  équatoriales.  C'est  ce  dont  nous  ne  nous  oc- 

9- 
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cuperons  pas  davantage,  notre  objet  principal  étant  uniquement  de 
lémontrer  que  les  marées  de  Brest  sont  en  grande  partie  dues  à  l'action 
directe  de  la  Lune  et  du  Soleil  sur  la  partie  nord  de  l'océan  Atlan- 
tique. 

2*2  Après  avoir  considéré  les  hauteurs  des  marées,  nous  allons 
nous  occuper  de  leur  régularité,  ce  qui  nous  fournira  de  nouvelles 
preuves  de  ce  que  nous  avançons. 

Tous  les  navigateurs  s'accordent  à  dire  que  les  marées  de  la  mer  du 
Sud  sont  très-irrégulières.  Ainsi  M.  Whewell  parle,  dans  son  Mémoire 
de  1 833,  d'observations  faites  à  Sainte-Hélène  par  Maskelyne  en  1761, 
et  par  le  lieutenant  Johnson  en  1826,  observations  dont  nous  avons 
fiéjà  fait  mention  plus  haut,  et  d'après  lesquelles  les  marées  de  Sainte- 
Hélène  sont  très-irrégulières. 

En  1818,  M.  de  Freycinet  fît  faire  des  observations  de  marées  très- 
précises  à  Rio-Janeiro,  depuis  le  8  janvier  jusqu'au  il\  du  même  mois. 
La  hauteur  de  la  mer  était  déterminée  de  dix  minutes  en  dix  minutes. 
au  moyen  d'un  flotteur,  et  cela  jour  et  nuit.  Eh  bien,  les  résultats  de 
ces  observations  présentent  beaucoup  d'irrégularités.  Si  l'on  se  con- 
tente de  prendre  les  heures  des  pleines  mers  et  celles  des  basses  mers , 
on  trouve,  par  exemple,  les  résultats  suivants  : 


Le  9, 

basse  mer  à 

nh3im 

matin  , 

Id., 

basse  mer  à 

1 ih4o™ 

soir, 

10, 

basse  mer  à 

iob35'n 

matin  , 

Id., 

basse  mer  à 

I  I^O™ 

soir, 

'»> 

basse  mer  à 

ioh3om 

matin  , 

12, 

basse  mer  à 

oh  3om 

matin  , 

Id., 

basse  mer  à 

I  Oh  20m 

matin , 

i3, 

basse  mer  à 

ih5om 

ma;  in, 

Id., 

basse  mer  à 

,  ,h   IQm 

matin  , 

»4. 

basse  mer  à 

,hl5m 

matin , 

Id., 

basse  mer  à 

I  Ih      On 

matin  , 

i5, 

basse  mer  à 

4h20m 

matin , 

Id., 

basse  mer  à 

4h    Om 

soir. 
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Le  19,  pleine  mer  à  ih43m  matin, 

Id.,  pleine  mer  à  ih  i5m  soir, 

20  ,  pleine  mer  à  2h  52m  matin  , 

Id.,  pleine  mer  à  ih25m  soir, 

21,  pleine  mer  à  3h    5m  matin, 
Id.,  pleine  mer  à  ih'i5m  soir, 

22,  pleine  mer  à  3h  45m  matin. 

Ainsi  l'heure  de  la  basse  mer,  au  lieu  de  retarder  à  peu  pies  unifor- 
mément d'un  jour  au  suivant ,  avait  avancé ,  pour  l'une  des  deux  basses 
mers  de  chaque  jour,  depuis  le  9  jusqu'au  1  ?.  ;  le  1 4,  cette  basse  mer 
était  arrivée  encore  3i  minutes  plus  tôt  que  le  9;  puis,  tout  à  coup, 
du  t/\  au  i5,  elle  avait  retardé  de  5  heures.  Quant  aux  pleines  mers, 
on  voit  que,  du  19  au  11,  l'une  des  deux  a  retardé  beaucoup  moins 
vite  que  l'autre. 

Je  trouve  également  dans  la  relation  du  voyage  de  Bougainville , 
en  1826,  à  l'occasion  de  son  séjour  à  Rio-Janeiro ,  du  3  mars  au 
10  avril  suivant  :  «  Les  marées  n'ont  pas  eu  la  moindre  régularité  au 
»  mouillage  devant  la  ville,  et  il  est  impossible  de  leur  assigner  ni 
»  époque,  ni  durée  même  approchée.  Le  jusant  s'est  prolongé  presque 
»  toujours  bien  au  delà  du  tlot,  et  sa  vitesse  aussi  a  été  plus  grande, 
»  quoiqu'elle  n'ait  jamais  excédé  un  nœud.  La  seule  chose  constante, 
»  c'est  que  le  flot  porte  au  nord ,  et  le  jusant  au  sud.  Parmi  les  circon- 
»  stances  variées  qu'ont  présentées  les  irrégularités  des  marées,  il  en 
»  est  deux  qui  sont  particulièrement  remarquables,  et  qui  ont  eu  lieu 
»  à  des  phases  semblables  de  la  Lune  :  lors  du  premier  quartier,  la 
»  mer  a  été  étale  pendant  vingt  et  une  heures,  et  il  n'y  a  point  eu  de 
»  flot;  au  dernier  quartier,  le  jusant  a  duré  vingt-trois  heures,  et  il 
»  n'y  a  pas  eu  de  flot.   » 

D'après  le  Pilote  du  Brésil,  les  marées  sont  très-irrégulières  dans  le 
canal  des  Abrolhos. 

Toutes  ces  irrégularités  tiennent  sans  doute  à  des  circonstances  lo- 
cales, telles  que  les  vents,  les  courants,  etc.  ;  mais  si  ces  causes  affectent 
d'une  manière  aussi  notable  le  phénomène  des  marées  dans  la  mer 
du  Sud,  ne  devrait-il  pas  en  résulter  de  semblables  irrégularités  dans 
les  marées  de  nos  ports ,  si  elles  n'étaient  en  grande  partie  produites 
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que  par  celles  de  cette  mer?  Or  il  suffit  de  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les 
observations  de  marées  de  Brest,  pour  se  convaincre  que  ces  marées 
sont  très-régulieres. 

M.  Whewell  lui-même,  dans  son  Mémoire  sur  les  marées  des  côtes 
d'Europe  et  d'Amérique,  en  i835,  cite  un  l'ait  qui  lui  semble  jeter  du 
doute  sur  la  marche  du  flot-marée  du  sud  au  nord  :  ce  fait  consiste  en 
ce  que  l'inégalité  diurne  ne  se  présente  pas  de  la  même  manière,  dans 
les  observations  faites,  en  même  temps,  au  cap  de  Bonne-Espérance, 
et  sur  les  côtes  d'Espagne  et  de  Portugal  [*]. 

25.  Vovons  enfin  si  les  dimensions  de  l'océan  Atlantique  permettent 
de  supposer  que  les  marées  qui  s'y  produisent  directement  soient  plus 
fortes  que  celles  de  la  mer  du  Sud. 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n°  16,  le  mouvement  d'un  liquide 
sur  un  cvlindre.  en  supposant  que  ce  liquide  soit  renfermé  entre  deux 
plans  diamétraux  faisant  entre  eux  un  angle  égal  à  izs,,  et  que  sa  pro- 
fondeur soit  constante  entre  ces  deux  plans;  et  nous  avons  trouvé  que 
le  rapport  de  la  hauteur  de  la  marée  produite  dans  ce  liquide  à  celle 
qui  serait  produite  si ,  la  profondeur  restant  la  même,  le  liquide  recou- 
vrait tout  le  cylindre .  a  pour  expression 

.  //  i  sin2CT,  .    \2  /  .  i   cos2ct,     .      .     \2 

V  cos  2sr r-^ —  cos  i  nr      +     sman ; —  sin  nz  )   ■ 

V  \  2  S)n  (  ûj,  J  \  2  cos  i  u,  / 

Si  l'on  y  suppose  &=■&,,  afin  de  ne  considérer  que  les  marées  qui  ont 
lieu  sur  les  bords  de  ce  liquide,  ce  rapport  prendra  la  forme 


v 


i-t-7  sin-  2h,  coI-'/ct,  +  cos22ej,  tang:  in,':  — i  sin  2 et,  cos  2ct,  (cot  izs,  -j-  tang  m,). 
4 

Supposons  maintenant  que  w,  soit  au  plus  égal  à  3o  degrés,  c'est-à-dire 
que  la  largeur  du  liquide  que  nous  considérons  soit ,  par  rapport  à  la 
circonférence  du  cylindre,  plus  petite  que  la  largeur  de  la  partie  nord 


[*]  J  mav  add  ,  that  the  notion  of  the  progress  of  the  tide-wave  from  south  to  north 
in  the  Atlantic  is  still  further  involved  in  diffîrulties  by  its  appearing  that  at  the  cape 
of  Good  hope  the  diurnal  inequality  showed  itself  most  clearly  on  the  1 7th ,  i8th,  and 
igth  of  june;  that  is,  as  late  as  Inspain  and  Portugal.  (Transactions  Philosophiques 
de  i83G,  2me  partie,  p.  3o4-) 
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de  l'océan  Atlantique  relativement  à  la  circonférence  du  parallèle  de  la 
Terre  qui  lui  correspond;  sin  izsK  et  cos  as,  seront  tous  deux  posi- 
tifs, et  il  est  clair  que  l'expression  précédente  sera  généralement  plus 
grande  que  l'unité,  puisqu'il  suffira  pour  cela  qu'on  ait 

y  (sin2  izs,  cot2  m,  +  cos2  asr,  tang2  izs,) 
—  i  sin  2B,  COS2S7,  (cot  m,-r-  tang  m,")  >  o, 

condition  qui  sera  déjà  remplie  par  toutes  les  valeurs  de  i  qui  rendront 
tang  izs,  négatif.  Tl  est  vrai  que,  si  zs,  est  très-petit,  i  devra  être  très- 
grand,  et  par  conséquent  la  profondeur  y  du  liquide  très-petite,  puis- 
qu'on a 

.,  __  4^7  (n  —  n')». 

gy 
mais  si  w,  n'est  pas  très-petit,  l'inégalité  précédente  sera  satisfaite  pour 
un  grand  nombre  de  valeurs  de  y  qui  donnent  au  liquide  une  profon- 
deur comparable  à  celle  de  la  mer.  Faisons,  par  exemple,  zs,  =  3o  de- 
grés, et  /  =  f ,  et  nous  trouverons  que  le  rapport  des  marées  du  liquide 
limité  et  du  liquide  entièrement  libre  devient  à  peu  près  égal  à  3.  Or. 
cette  valeur  de  i  est  ceile  qui  conviendrait  au  cas  où  les  dimensions 
transversales  du  cylindre  seraient  égales  à  celles  de  l'équateur  ter- 
restre, où  g  serait  la  pesanteur  sur  la  Terre,  n  sa  vitesse  angulaire, 
n'  la  vitesse  angulaire  de  la  Lune  dans  son  orbite,  et  où  la  profondeur 
du  liquide  serait  d'environ  4 000  mètres. 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  davantage  sur  cette  application  de 
nos  formules,  pour  qu'on  admette  que,  malgré  la  grande  différence 
entre  le  cas  auquel  elles  se  rapportent  et  le  cas  de  la  nature,  elles 
montrent  néanmoins  que  les  marées  produites  directement  dans  le  nord 
de  l'océan  Atlantique  peuvent  être  beaucoup  plus  considérables  que 
celles  qui  se  produiraient  dans  une  mer  libre,  de  même  profondeur, 
et  située  à  la  même  latitude ,  et  par  conséquent  aussi  plus  considérables 
que  les  marées  de  la  mer  du  Sud. 

24.  En  résumant  ce  qui  vient  d'être  dit  dans  ce  paragrapbe,  nous 
voyons  que  : 

i°.  Les  faits  sur  lesquels  repose  l'idée  adoptée  par  MM.  Lubbock  et 
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Whewell ,  que  les  marées  de  la  partie  nord  de  l'océan  Atlantique  ne 
sont  en  grande  partie  que  des  marées  dérivées,  ne  sont  pas  contraires 
à  l'hypothèse  d'après  laquelle  ces  marées  seraient  presque  entièrement 
dues  à  l'action  directe  de  la  Lune  et  du  Soleil; 

2°.  Les  hauteurs  des  marées  observées  sur  les  côtes  d'Europe  sont 
trop  considérables  pour  qu'on  puisse  les  regarder  comme  étant  le  ré- 
sultat des  marées  de  la  mer  du  Sud,  puisque,  d'après  toutes  les  obser- 
vations connues,  ces  dernières  sont  très-faibles; 

3°.  L'irrégularité  qu'on  observe  généralement  dans  les  marées  de  la 
mer  du  Sud  ne  s'accorde  pas  avec  la  régularité  des  marées  de  Brest; 

4°.  Enfin,  les  recherches  analytiques  contenues  dans  le  troisième 
paragraphe  de  ce  Mémoire  montrent  qu'on  est  en  droit  de  supposer 
que  les  marées  produites  directement  dans  la  partie  nord  de  l'océan 
Atlantique  sont  plus  fortes  que  celles  qui  se  produisent  dans  la  mer 
du  Sud. 

Il  me  semble  impossible ,  d'après  cela,  de  ne  pas  admettre ,  sinon 
comme  certain,  au  moins  connue  extrêmement  probable,  que  les  ma- 
rées des  côtes  d'Europe  sur  l'océan  Atlantique  sont  presque  entière- 
ment dues  à  l'action  directe  de  la  Lune  et  du  Soleil  sur  la  partie  nord 
de  cet  océan. 
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MÉMOIRE 


LES   ONDES   SUCCESSIVES, 

Par  M.  P.-H.  BLAXCHET, 

Professeur  de  Physique  au  Collège  royal  de  Henri  1\ 


1.  Pendant  longtemps  dans  la  théorie  mathématique  de  la  propaga 
tion  des  ondes  par  les  milieux  élastiques,  les  géomètres  n'ont  considéré, 
en  général,  que  les  ondes  dues  à  un  ébranlement  central  instantané 
Je  me  propose  ici  de  rechercher  les  lois  de  la  propagation  des  ondes 
successives  produites  par  une  cause  centrale  incessamment  agissante. 
M.  Duhamel  a  donné  nue  méthode  générale  pour  passer  du  cas  de 
déplacements  déterminés  et  fixes  au  cas  de  déplacements  fonctions  du 
temps [*].  Mais  il  n'en  a  pas  déduit  les  lois  générales  de  propagation, 
qui  font  l'objet  de  ce  Mémoire;  et  d'ailleurs  j'ai  employé  une  mé- 
thode différente. 

Pour  parvenir  à  la  solution  de  la  question  ,  je  suppose  que  les  points 
du  milieu,  soumis  à  leurs  actions  moléculaires  mutuelles,  sont  solli 
cités  en  outre  par  une  force  accélératrice.  Les  équations  du  problème 
sont  celles  de  mon  premier  Mémoire  [**],  augmentées  chacune  d'un 
terme  fonction  des  coordonnées  et  du  temps.  M.  Cauchv  a  donné  les 
intégrales  des  équations  de  ce  genre  sous  forme  d'intégrales  définies 
multiples  [***].   Je  parviens  à  réduire  ces  intégrales  par  une  méthode 


*]  Voyez  le  xxme  rallier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  paire  i. 
**     Voyez  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliqué*  t  de  M.  Liouville,  tome  V. 
page  i. 

'"'    Voyez  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,   par  M.  A.  Cauch) 

paçre  8g. 

Tome  IX     -  Mars  iSj.j.  I , , 
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analogue  à  celle  que  j'ai  donnée  précédemment.  C'est  l'interpréta- 
tion des  intégrales  réduites  qui  me  donne  les  lois  de  cet  autre  mou- 
vement. 

2.  Dans  un  milieu  élastique,  homogène,  indéfini,  cristallisé  d'une 
manière  quelconque,  les  équations  générales  du  mouvement  d'une 
molécule  peuvent  être  présentées  symboliquement  sous  la  forme 
abrégée  suivante  : 

i  (-G  -  -O  ?  +  ^V/J  +  1s  Ç  =j\  [x,j,  z,  t), 

i  I  *i  §  +  ('^2  -  *a)  v}  ■+-  «3  Ç  =f2  [x,  y,  z,  *) , 

'  1,1  +  «a>?  +  (^3  --f2)?  =M*,y,  z,t  : 

/,  ./ .  > -,  -.  t  ,  j2  [a:,  y,  z,  t),  J3  (x,  y,  z,  t)  sont  les  composantes  de  la 
force  accélératrice  parallèlement  aux  axes  des  cordonnées.  .£_,,  3ïi2, 
%3,  $2,  $s,  ^3,  ^,,  A,,  iR2,  sont  des  polynômes  homogènes  du  second 
degré  par  rapport  à  trois  quantités  w,  v,  w.  Les  exposants  de  ces  quan- 
tités et  de  s  correspondent  respectivement  à  des  différentiations  effec- 
tuées par  rapport  à  x,  y,  z,  t  sur  les  inconnues  '£,  yj,  Ç,  fonctions  de 
ces  quatre  dernières  variables. 

D'après  les  formules  données  par  M.  Cauchy,  dans  les  deuxième  et 
troisième  livraisons  de  ses  Nouveaux  Exercices  d Analyse,  et  de  Phy- 
sique mathématique,  on  aura  les  intégrales  générales  des  équa- 
tions (i)  en  prenant 
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5.  Ces  valeurs  de  §,  îj,  Ç  satisfont  aux  équations  (i).  En  effet,  si  on 
les  substitue,  les  parties  indépendantes  de  l'intégration  relative  a  t  se 
détruisent  dans  ies  premiers  membres  des  équations  ;  on  le  verra  connue 
dans  le  troisième  Mémoire.  Les  parties  dépendantes  de  cette  intégra- 
tion jouissent  île  la  même  propriété,  abstraction  faite  de  la  variabilité 

de  la  limite  supérieure  de  l'intégrale    /    ,  quand  on  différence  par 

«/o 

rapport  à  t.  Mais  si  l'on  a   égard  à  cette  variabilité,  les  valeurs  de 

d\     <i  '-  i    ■  ,     '  ,  ,  , 

dT-'    ~d?'  IF1  reProcuusent  les  seconds  membres.  Dans  la  valeur  de 

jj,  par  exemple,  on  trouvera 


th  du  d»  dw  ri  y  du.  dv, 


-oo  L-HQ,/,.>.,f*,v,T)J 

__.  zr,  r  r  rr  r  r  c  j^^y^-rhM*-^^  V    L,-/; ' Xj & v»  nl 

^ffffff1 m bSJS^iJ**** 

Si  l'on  passe  a  la  valeur  de  — ,  la  seconde  de  ces  intégrales  ne  chan- 
gera   pas   d'aspect.  J,.  J.-,.  ji   seront  remplacés  par—1,   — ■  ,    ^  .    et 


comme  on  a 


<-^  TET  =  °  >      <^  7ëT  =  °  >      *--  i^T  =  °> 


(S),  '       w  |S),  '       w  |S), 

elle  s'évanouira  d'elle-même.  La  première  donnera  deux  termes:  l'un, 
dépendant  de  /  .  contribuera  à  l'évanouissement  du  premier  membre 
de  la  première  des  équations    i  :  ;  l'autre  sera 


s- 


et  connue  on  a 


dw  <ïl  du  l/j  ; 


f    —  ÇL,  _  \-  —  vR,  _  y  —sQt 
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il  se  réduira  à  l'intégrale  sextuple 

Ce 

8^3   (  !        I  j    /^Kr --'')-+-''(.>-/■')+«•(--'■')]  V^  A  (X,  p,  v/0  du  dv  dw  d\  dfj.  rfvi 

■ — ce 

qui,  d'après  la  formule  de  Fourier  étendue  à  trois  variables,  repré- 
sente^^, y,  z,  t),  c'est-à-dire  le  deuxième  membre  de  la  première 
des  équations  (i).  Cette  équation  sera  donc  satisfaite.  Il  en  sera  de 
même  des  deux  autres. 

4.  Pour  t  =  o,  les   parties  dépendantes  de    /      disparaissent,  et, 

comme  dans  le  troisième  Mémoire  [*],  les  valeurs  de  g,  rh  'Ç  se  rédui- 
sent h  (,  {oc, y.,  z),   (.Jx,  y,  z),    |'3  (.r,  y,  z),   c'est-à-dire  aux  valeurs 

initiales  :  dans  les  expressions  de  '-j- ,  -j- ,  -y ,  les  parties  dépendantes 
de    /      s'évanouissent   aussi ,    et  l'on  retrouve   les  valeurs   initiales 

f,  {x,y,  z),  f2  [x,  y,  z),  f,  {jc,  y,  z). 

5.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  la  réduction  des  parties  des  intégrales  (i) 
indépendantes  de  /  .  Elle  a  été  faite  ailleurs  et  conduirait  à  des  con- 
séquences générales  que  j'ai  déjà  fait  connaître  [**]. 

6.  Les  parties  dépendantes  de  l'intégration  par  rapporta  z  peuvent 
être  mises  sous  la  forme 

—  co 

u  est  une  fonction  homogène  entière  du  quatrième  degré. 
En  transformant  sous  le  signe  £  >  comme  au  n°  4  du  troisième  Mé- 


[*]  Voyez  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  tome  VII,  page  i3. 
[**]  Idem,  tomes  V  et  VII. 
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moire  [*] ,  on  aura  d'abord 
—i/H7  ri-  r*  /•<»  r^     /•«     rœ    /*<  ce['M~ s  '—  t'-v'-i  ,, 

(i  3^       /  )       !  I  j     «^ rsT~     ~~  x\t,?)  d?  du  d»  dw?  ilf  sir*  dr,  >l<; 

y (p> T)  —  Ax  -  aPij-  gp»  z  -  y,û<  "  • 

puis  ensuite 

_jz~i  /"ait  f -a:  rœ  rœ    /•"    /',,x    /■*<  p  /if-»;'--;)^  .m 
s      .a_  i  II      )      J    <~- m7"    ~  x(p>,')u?,d*'ludPaqà*li!'d*!d6> 

en  ayant  égard  au  changement  de  variable  sous  le  signée,. 
Cette  intégrale  peut  être  remplacée  par 

,     ri*  r-K  rœ  r*    rœ    r*    /»*  d.  1*  «"-?— "('— 0V-'.OT  »2 

i,      1    1    J-J-J-J.     *L~      ~m» .Xfr,r)t*A*fr#-n-« 

On  peut  faire  les  intégrations  relatives  à  u  et  p  par  la  formule  de  Fou- 
rier,  et  l'on  trouve 

('0)       bvj0     i    IJ_J0     ïiW«W»-),^-^*-l-n.«« 

A  cause  des  limites  o  et  +a  de  p,  le  résidu  intégral  sera  borné  aux 
valeurs  positives  de  «. 
En  reprenant  maintenant 

v  =  p(t—r),     w—q(t  —  z),     s  =  n(t  —  t), 

on  trouvera 

résultat  analogue  à  la  formule  (14)  du  Mémoire  cité.  On  ne  devra 
prendre  dans  les  résidus  que  les  valeurs  positives  de  s  tirées  de  l'équa- 
tion S  =  o. 

Remarquons  que  S  est  devenu  une  fonction  homogène  du  sixième 

!   Voyez  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  tome  V,  page  i5. 
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degré  de  v,  w,  t  —  t;  u  est  une  fonction  homogène  du  quatrième  de- 
gré des  mêmes  quantités  [*]. 

7.  Cela  posé,  Tune  quelconque  s  des  racines  positives  de  l'équation 
S  =  o  donnera  parmi  les  résidus  partiels  un  terme  de  la  forme 

<■■>  if îXTjÇX f^^*»-"5* 

On  peut  appliquer  à  cette  intégrale  les  raisonnements  qui  ont  servi  à 
transformer  l'intégrale   57   du  premier  Mémoire.  On  posera 

,    „,  ,  ,  C  —  2.SU      *  do 

en  attribuant  le  même  sens  aux  notations.  Rien  n'empêchera  d'arriver  à 
la  formule 

(14)   -g-r    /     -j    I       I      I  <p(t  —  Zts)y(s}z)eksiBtsdzsdQ(k. 

°~'    Jo        dt  Jo        Jo      JN  [t  -t) 

8.  Dans  les  composantes  — " ,  — ,  — -  de  la  vitesse,  on  aura  des  in- 
tégrales de  la  forme 

pour  effectuer  cette  différentiation  de  l'expression  (14)  par  rapport  à  t, 
il  faut  d'abord  différencier  sous  le  signe    /     ,  ce  qui  donne 

Jo 

(i6)  if0' £/*/X^)f('~T,*)xM*'fa,"*r'w*' 

puis  il  faut  avoir  égard  à  la   variabilité  de  la  limite   t.  Pour  le  faire 
commodément,  je  poserai 

s  =  n  {t  —  t), 
l'intégrale  (14)  devient 

('7)  h£ltXXL  ^-^(f{^n)X[n[t~x),-]dnsm7zdr,dfjd-.. 

[*]  Cette  transformation  suppose  au  fond  t^>  o.  Il  nous  est  inutile  d'attribuer  à  t 
des  valeurs  négatives  :  l'interprétation  des  résultats  du  calcul  n'en  serait  pas  d'ailleurs 
plus  difficile. 
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L'expression  qui  se  trouve  sous  le  signe    /      s'évanouit  pour  t  =  t  à 

cause  du  facteur  t  —  t,  que  la  différentiation  -j-  ne  saurait  faire  dispa- 
raître, parce  qu'il  entre  au  carré.  Ainsi  la  variabilité  de  la  limite  / 
n'ajoute  rien  à  l'intégrale  (16)  déjà  écrite. 

9.  Si  l'on  effectue  les  différentiations  indiquées,  et  si  l'on  pose 

d.y(t  —  z,s)  ,.  <         d1.  y(t —  t,  s)  „  . 


dt 
ou  trouvera 


i8)^  f*"  f"  p|N(*-T)y(i,S)x[N(*--T),T]-  f*      ç>'(«— T,j)x(*,T)^jrfrsinarflfef/0. 


au  lieu  de  l'intégrale  (i4)>  et 
( 


N(*-T>f(i,N)^xLN(*-T),T]+M9(i,H)x[N(«-f),t] 


,  ,'•«      f*      /''  •  ''ïl'       V**L         ^  "       J  n'  "''         V  V'      J  ,  ,  „ 

'9   g-  I    \  /•«  )eksiDztdzsaQ, 

»* Jo       Jo     Ja  4-N?'(l,N)x[N(<-T),T]-    /  ^(t-T,*)x(*,T)A 

»  «/N(!— r  / 

au  lieu  de  l'intégrale  (16)  [*]. 

10.  Concevons  maintenant,  comme  dans  le  premier  Mémoire,  que 
l'ébranlement  initial  ait  été  circonscrit  dans  une  certaine  portion  de 
l'espace  autour  de  l'origine  des  coordonnées.  Concevons,  en  outre, 
que  l'action  de  la  force  accélératrice  elle-même  soit  insensible  aussi  au 
delà  d'une  certaine  distance  de  cette  origine.  Alors,  non-seulement  les 
fonctions  f,  ix.  y,  z),  f2  ix,  y,  z),  f3  {x.y,  z),  f,  (x,y,  z),  f2  (x,  y,  z), 
f,  x,y,z)  s'évanouissent  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  du 
rayon  vecteur 

/•  =  \x2  -+-  y-  +  z2. 

mais  encore  il  en  sera  de  même  des  fonctions^/,  [x,  y,  z,  tj,J2(x,  y,  z,  t 
J3  (x,  y,  z,  t)  quel  que  soit  t. 

Nous  ne  discuterons  pas  les  termes  dépendants  des  six  premières 


On  pi-ut  faire  aussi  le  calcul  en  différentiant  l'intégrale (i 8),  mais  c'est  plus  long 
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fonctions;  nous  avons  fait  cette  discussion  dans  des  Mémoires  précé- 
dents. 

Nous  allons  nous  attacher  aux  termes  dépendants  des  trois  der- 
nières, qui  représentent  les  composantes  de  la  force  accélératrice. 

Pour  rechercher  les  points  en  mouvement  après  le  temps  t,  il  fau- 
dra considérer  les  expressions  de  -j-,  ■£■  ,  —r.  Ces  expressions  contien- 
dront des  termes  de  la  forme  (19). 

D'après  l'équation  (7),  on  a 

*  (p>  •)  =/(*  -  ah7  -  fy,  z  -  t?i T)- 

La  fonction  y  désigne  l'une  quelconque  des  fonctions/^y^y,.  Elle  n'a 
de  valeur  sensible  que  si  le  rayon  vecteur  p,  qui  représente 


prend  des  valeurs  qui  se  rapportent  aux  points  compris  dans  la  por- 
tion de  l'espace  où  s'exerce  l'action  de  la  force  accélératrice. 

Pour  des  points  très-éloignés  de  l'origine  des  coordonnées,  p  sera  très- 
grand  en  même  temps  que  r.  Par  conséquent,  la  fonction 

/.[N(*-t),t], 

qui  entre  dans  l'expression  (19),  n'aura  de  valeur  sensible  qu'autant 
que  N  (t  —  t)  sera  très-grand.  Mais  alors  la  partie  la  plus  considérable 
rie  l'expression  (19)  sera 

1°)  gb  T*  f*  V  NC  -T)  TCi.^^xtN^  ~  *)>*]*  sinrsdw  d$, 

car  elle  renferme  le  facteur  N  {t  —  t  1  qui  est  du  même  ordre  de  gran- 
deur que  r.  A  la  vérité,  le  dernier  terme  de  l'expression  (19), 

(21)       ^  /       /      /      /  ?"(*  —  T>  sjX.{si  t)dsd-  sin  zsdzsd.6 , 

peut  ne  pas  s'évanouir  sans  que  la  limite  inférieure  N(£  —  x)  de  s  soit 
très-grande.  Il  suffit  que  la  variable  s  soit  comprise  entre  deux  limites 
p,  et  p2  supérieures  àN(/  —  t) et  comparables  à  r.  Mais,  si  la  fonction 

Tome  IX.  —  Mars  iSil  I  I 
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homogène  cp"(t  —r,s),    du   degré  —  i,  ne  tend  pas  vers  l'infini  en 

même  temps  que  le  rapport  — - ,    l'intégrale  (21)   sera   très-petite  en 

comparaison  de  la  grandeur  que  prend  l'intégrale  (20),  quand  le  fac- 
teur N  (t  —  x)  devient  comparable  à  r.  Nous  négligerons  donc  aussi 
l'intégrale  (21)  comme  insensible.  Il  s'agira  donc  seulement  de  discuter 
l'intégrale  (20). 

11.  On  pourra  raisonner  comme  à  la  page  18  du  premier  Mémoire, 
en  ne  considérant  d'abord  que  les  intégrations  relatives  à  &  et  à  0. 
N  (t  —  t)  devra  coïncider  avec  l'une  des  valeurs  de 


pour  que  la  fonction  ^,  et  par  suite  l'intégrale  ne  s'évanouisse  pas.  Si 
la  surface  dont  le  centre  est  au  point  [x,  y,  z),  et  dont  l'équation  po- 
laire est 

(22)  p  -  N  (*  -  t), 

ne  rencontre  pas  la  portion  de  l'espace  où  s'exerce  l'action  de  la  force 
accélératrice,  l'intégrale  sera  nulle.  Il  faudra  donc  dans  les  éléments 
de  l'intégration  par  rapport  à  t,  de  o  à  t,  choisir  les  valeurs  de  t  de 
manière  à  remplir  cette  condition.  Il  s'ensuit  que  l'intégration  rela- 
tive à  t  sera  restreinte,  pour  chaque  valeur  de  t,  entre  des  limites 
dont  la  différence  sera  comparable  aux  dimensions  de  la  partie  de 
l'espace  soumise  à  l'action  de  la  force  accélératrice.  On  pourrait  déjà 
tirer  les  lois  cherchées  des  considérations  précédentes.  Mais  il  vaut 
peut-être  mieux  donner  à  l'intégrale  (22)  une  forme  plus  expressive. 

12.  De  l'équation  (22),  on  tire 

Pour  les  limites  o  et  t  de  t,  on  aura  les  limites  N£  et  o  de  p,  ou  o  et 
N<  en  changeant  le  signe  de  l'intégrale;  on  pourra  même  prendre  o 
et  00,  quand  N<  sera  assez  grand  pour  que  celle  des  surfaces  (22)  qui 
répond  à  t  =  o  embrasse  la  partie  de  l'espace  agitée  par  la  force  ac- 
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célératrice.   Dans  le  cas  contraire,  il  suffira  d'avoir  égard   à   la  res- 
triction 

(a3)  P  <  m. 

On  aura  ainsi .  en  général , 

On  pourra  même  revenir  aux  /.,  p.,  v,  en  renversant  les  iormules 

x  —  X  =  ap,    j  -  p.  =  Sp,     z  —  v  =  yp, 

qui  ont  servi  aux  transformations  précédentes;  l'intégrale  (24}  de- 
viendra 


V(J:-X)'+(r-^+(Z-»)1 

Les  limites  des  intégrations  seront  —  ce  et  4-  oc ,  ou  plutôt  les  li- 
mites de  la  portion  de  l'espace  où  se  fait  sentir  l'action  de  la  force  accé- 
lératrice; à  moins  que  t  ne  soit  pas  encore  assez  grand  et  qu'il  ne  faille 
avoir  égard  à  la  restriction    >.3  ,  qui  revient  à 


(26)  x   .r  -  >.)2  +  (j-  p.)*  +  (z  -  v)2  <  N/. 

13.  Si  l'on  observe  que  les  /,  p.,  v,  sont  très-petits  par  rapport  à 
r  =  \x2  -+-  j2  -t-  z2.  on  aura  approximativement 

(27)   ?  =  n  [x-yy  +  iy-p.T  +  çr^vy  =±  r  -  **  +  ^+". 

De  plus  N,  qui  était  fonction  de  sr  et  S,  est  maintenant  fonction  de 


dont  les  valeurs  approchées  sont 


x  —  ').     y  —  f*      z  — 

I--'  "T-'  "T 

x  —  ).         x  x  Xx  ■+■  py  ■+■  vz  '/. 

p              r  •    t              r-  r 

IX  —  F  _r  |    /Xx  +  j^-f-v;  _  p 

p               r  r               r1  r  ' 

—  v   z  z   }.r-t-fy-f-ïz  v 

p              /■  r               r!  r 
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On  peut  réduire  N  à  une  quantité  N0,  fonction  de  -,   -,  -,  toutes 

les  fois  que  N  n'est  pas  multiplié  par  r  ou  par  t.  Dans  ces  derniers 
cas,  il  faudrait  prendre,  dans  la  valeur  de  N,  les  termes  propor- 
tionnels à  - ,   -,  -.   La    même  remarque   s'applique   à  une  fonction 

quelconque  de  N. 

En  désignant  par  A,  B,  C  les  dérivées  partielles  de  N0  par  rapport 

aux  quantités  - ,  - ,  -,  regardées  comme  trois  variables  indépen- 
dantes, on  peut  écrire 

/      \     N  _  N    +  (Ax + Br  +  C»)  (lx  +  p.jr+  v»)  _  A>  +  Bp  +  C>^ 

et 

.r.    .         p  r  (A>+B(t-+-Cv)  _  (Ax+Bjr+Cz)  ( ^g+py-t-vz)  _  hc-i-pjr+vz 

(JO)        -  _  -  H  —  ^j-5  — 

Pour  simplifier  cette  dernière  expression ,  il  faut  faire  entrer  en  con- 
sidération les  propriétés  des  A,  B,  C.  Or,  si  l'on  met  au  lieu  de  t  —  z 
une  valeur  H  convenablement  choisie,  l'une  des  surfaces  comprises 
dans  la  formule  (22)  passera  par  l'origine.  Les  X,  p.,  v  seront  nuls  pour 
ce  point,  et  l'on  aura 

(3i)  r=N0H 

pour  l'équation  de  la  surface  en  question.  N0  pourra  encore  être  re- 
gardé comme  fonction  de  -,  -,  -.  La  normale  au  point  [x,y,  z)  fera 

avec  les  axes  coordonnés  des  angles  dont  les  cosinus  seront  respective- 
ment proportionnels  aux  trois  expressions 


A    -,-1      +B 


xy 


JZ 


H 
Multiplions  les  trois  expressions  (3a)  par  X,  /j.,  v,  ajoutons-les,  désignons 
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par  G  la  racine  carrée  de  la  somme  de  leurs  carrés;  nous  aurons  pour 
résultat  le  produit  de  G  par  la  projection  /.'  du  rayon  vecteur,  qui  va 
de  l'origine  au  point  (X,  ft,v),  sur  la  normale  au  point  {x,  y,  z)  de  la 

surface  (3i).  Nous  trouverons  ainsi,  en  mettant  pour  H  sa  valeur  — j 

-  (AX  +  Bfi  +  Cv)  +  (^+Br+c.)(^+ftr+«)  +  M>*+v+*L  =Gy. 

L'équation  (3o)  deviendra 

(33)  &  =  *-*.*' 

D'un  autre  côté,  si  l'on  multiplie  les  trois  expressions  (32)   par 

- ,  - ,  -,  si  l'on  ajoute  les  produits  et  si  l'on  a  soin  de  diviser  par  G,  on 

aura  le  cosinus  de  l'angle  u  de  la  normale  avec  le  rayon  vecteur  r.  Ce 
calcul,  peu  difficile  à  cause  de  la  symétrie  des  expressions,  donne, 
toutes  réductions  faites, 

(34)  ^=cosu; 
donc 

(35) 


p    r  A        . 

N        N„        N0cosM 

à  l'aide  de  ces  remarques,  on  pourra  remplacer  approximativement 
l'intégrale  (a5)  par 

Si  l'on  transforme  les  coordonnées  X,  p.,  V  en  d'autres  coordonnées 
rectangulaires  X',  a',  •/,  en  prenant  l'axe  des  X'  dans  la  direction  de  la 
normale  que  nous  avons  considérée  tout  à  l'heure,  on  trouvera,  au 
lieu  de  l'intégrale  précédente,  une  intégrale  de  la  forme 

On  a  laissé  le  mèmef,  pour  ne  pas  trop  multiplier  les  notations. 
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Les  limites  sont  toujours  sensiblement  celles  de  la  portion  de  l'es- 
pace soumise  à  l'action  de  la  force  accélératrice,  sauf  la  condition  res- 
trictive 

qui  remplace  la  condition  (26  .  Elle  ne  porte  plus  que  sur  /.'. 

14.  On  peut  arriver  plus  rapidement  au  même  résultat  par  des  con- 
sidérations géométriques.  En  effet,  parmi  toutes  les  surfaces  semblables 
comprises  dans  l'équation  (22)  et  qui  ont  toutes  pour  centre  commun 
le  point  {pc,j,  z),  il  y  en  a  toujours  une  qui  passe  par  le  point  (X,  [j.,  v). 
Celle-là  coupe  le  rayon  vecteur  r  en  un  certain  point  situé  à  une  dis- 
tance r,  du  point  (x,  y,  z)  et  à  une  distance  r  —  r,  de  l'origine  primi- 
tive des  coordonnées.  Si  l'on  conçoit  en  ce  point  d'intersection  le  plan 
tangent  et  la  normale,  le  point  ().,  p.,  v)  sera  à  une  distance  du  plan 
tangent  infiniment  petite  du  second  ordre.  La  projection  X"  du  rayon 
vecteur  r  —  r,  sur  un  axe  parallèle  à  la  normale  différera  aussi  d'un 
infiniment  petit  du  second  ordre  de  la  projection  >.'  du  rayon  vecteur 
qui  va  de  l'origine  au  point  (X,  ;j.,  v).  En  désignant  par  u  l'angle  du 
rayon  /avec  la  normale,  on  aura  donc,  aux  infiniment  petits  du  se- 
cond ordre  près . 

X'  =  (r  —  r,)  cos  v  ; 
d'où  l'on  tire,  en  divisant  par  N0, 

r  r,  V 


N„        N„        N„ cos  v 

N  prend  la  valeur  N0  pour  tout  point  pris  sur  le  rayon  vecteur  r,  par 
conséquent  pour  le  point  situé  à  la  distance  r,  du  point  oc,  y,  z.  Donc, 
puisque  les  rayons  vecteurs  p  et  /',  se  rapportent  à  des  points  d'une 
même  surface  comprise  dans  la  formule  (22),  on  a 

P  —  r± 

N         N.  ' 

et ,  par  suite , 

p    r  V 

N         N„  ~~  N„  cos  y  ' 
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ce  qu'il  fallait  prouver,  u  est  constant  comme  N0,  tant  que  le  point 
(x,  y,  z)  ne  change  pas,  à  cause  de  la  similitude  des  surfaces  (22)  :  u  est 

aussi  une  fonction  de  -.  -,  -.  On  achèverait  la  transformation  comme 

r      r      r 

précédemment,  et  l'on  trouverait  l'intégrale  (37). 

15.  On  peut  concevoir  que  l'on  ait  effectué  les  intégrations  relatives 
à  jx'  et  v',  et  l'on  aura  seulement  à  considérer  une  expression  de  la 
forme 

(3q)  ±  J-  J_,p(i,N0)  Çf  (r,  t-£  +=-^— )dX, 

K    "'  A87r5N0rrv  J  \  N„         N„cosu' 

toujours  sons  la  restriction  (38),  ou 

Soient  —  z'  et  +  £  les  limites  de  la  partie  de  l'espace  qu'agite  la  force 
accélératrice,  estimées  parallèlement  à  l'axe  des  X'.  Si  l'on  a 

(40  *  -  £  > 


N„         N„cosv 

les  limites  de  l'intégration  relative  à  X'  pourront  être  —  s'  et  -4-  s,  ou 
même  —  co  et  -+-  00.  La  condition  (4o)  sera  toujours  remplie. 
Si  l'on  a 

^2)  —  N„~cô73  <  K  <  N0  cos  u  ' 

la  condition  (Zjo)  sera  remplie  seulement  pour  les  valeurs  de  X'  comprises 
entre  —  s  et   (t  —  £\  N0  cos  u. 
Enfin ,  si  l'on  a 

(43)  t-£  < 


N0         N0  cos  u  ' 


la  condition  (4o)  ne  sera  jamais  remplie  pour  des  valeurs  de  X'  com- 
prises entre  —  e'  et  -1-  s.  L'intégrale  (3g)  s'évanouira. 

Dans  le  premier  cas,  en  faisant  l'intégration  relative  à  X',  on  aura  une 
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expression  de  la  forme 

Il  en  sera  de  même  dans  le  second  cas.  Dans  le  troisième,  on  aura  o. 
La  fonction  §  devra  s'évanouir. 

En  résumé,  l'intégrale,  mise  sous  la  forme  (44%  ne  s'évanouira 
pas,  en  général ,  tant  qu'on  aura 

i  5 —  <  t  —  -  ; 

4  IN.  cos  v  ^  N. 

elle  s'évanouira  dans  le  cas  contraire. 

16.  Cela  posé,  considérons,  après  le  temps  t,  l'état  d'un  point  quel- 
conque (x,  jr,  z)  assez  éloigné  de  l'origine  des  coordonnées  pour  que 
r  =  \,x2  -+-  y2  -4-  z2  soit  très-grand  par  rapport  à  e,  et  faisons 

46  5  -  sr-5—  =  T. 

v      '  No         N0  cos  -j 

Tant  qu'on  aura  t  <  T,  l'expression  (44  s'évanouira;  le  mouvement 
n'atteindra  pas  le  point  (a*,  y,  z).  Il  en  sera  de  même  à  la  limite  t  =  T. 
Mais  pour  t  >  T,  le  mouvement  aura  commencé  pour  ne  plus  cesser. 
Il  suit  de  là  qu'après  un  temps  déterminé  T,  le  mouvement  ne  sera  pas 
parvenu  au  delà  de  la  surface  représentée  par  l'équation  (46),  ou 

4"  r  =  N0T-f-— ■ 

^     "  COSV 

Après  un  temps  quelconque  t  >  T,  tous  les  points  compris  en  deçà  de 
cette  surface  seront,  en  général,  animés  de  vitesses  diverses. 

17.  Pour  tous  les  points  situés  sur  un  même  rayon  vecteur,  les 
quantités  -,  -,  -,  N0,  y,  a,  z'  ne  changeront  pas;  par  conséquent  la 


Cette  formule  a  un  aspect  aussi  simple  que  les  formules  données  par  M.  Poisson, 
pour  la  propagation  sphérique  d'un  ébranlement  central  instantané.  Voyez  le  tome  X 
les   Mt  moires  de  l'Académie  îles  Sciences  de  l'Institut,  pa;;e  5g8. 
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fonction  ^gardera'  la  même  valeur  si  la  quantité  t  —  —  reste  la  même. 
Or,  elle  restera  la  même  si,  pendant  que  t  augmente  ou  diminue  d'une 
quantité  quelconque  //,  r  augmente  ou  diminue  d'une  quan- 
tité k  =  N0A;   donc,  dans  la  direction  d'un  même  rayon   vecteur. 

sans  le  facteur  -  de  l'expression  (44)?  Ie   mouvement  se  propagerait 

pour  ainsi  dire  tout  d'une  pièce,  comme  si  tous  les  points  en  mouve- 
ment glissaient  en  quelque  sorte  simultanément  dans  la  direction  du 
rayon.  Le  mouvement  actuel  n'est  autre  chose  qu'un  mouvement  pré- 
cédent qui  aurait  glissé  de  la  même  manière;  pourvu  toujours  que 
l'on  ne  considère  que  des  points  situés  à  une  distance  suffisamment 
grande  de  l'origine  des  coordonnées,  ce  qui  exige  que  la  différence 
r  —  k  reste  très-grande. 

Si  l'on  a  égard  au  facteur  -,  on  se  fera  encore  une  image  de  la  pro- 
pagation en  concevant  que,  pendant  cette  espèce  de  glissement  du  mou- 
vement, les  vitesses  varient  en  raison  inverse  de  la  distance  des  points 
à  l'origine. 

18.  Le  facteur  9(1,  N„)  peut  se  discuter  comme  au  n°  11  du  premier 

Mémoire  [*].  On  trouvera  sans  plus  de  peine  [**]. 

(48y  9(1,  N0)  =  Q<|i    i,N0), 

et  comme  ici  u  représentera  les  quantités  de  la  forme  L,,  R2.  Q3,  etc.. 
qui  entrent  dans  les  valeurs  de  %.  /}.  Ç,  Q.  représentera  des  fonctions  de 

-,  -,  -,  qui  ne  changeront  pas  tant  que  le  point  (ce.  y,  z)  sera  sur  le 

_. ,  ,  ,  .      d\      dn      d\ 

même  rayon  vecteur.  Si  donc  on  prend  les  parties  de  -r-,  -j  ,  -r-  qui 

dépendent  d'une  des  fonctions^ ,  par  exemple,  de  la  fonction  J,  ;  si  en 
même  temps  on  a  égard  seulement  à  l'une  des  valeurs  s!i  de  s2;  ces 
parties  seront  proportionnelles  à  ce  que  deviennent  les  quantités  L,, 
Rî>  Q3Î  quand  on  fait  les  transformations  qui  changent  w  en  £2,  c'est-à- 


[*]  Voyez  Journal  de  M.  Liouville,  tome  V,  page  19. 
[**]  Idem,  page  20. 
Tome  IX.  —  Mars  i844- 
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dire  quand  elles  sont  devenues  certaines  fonctions  de  -,  -,  -,  que  nous 
désignerons  encore  par  L,,  R2,  Q3,  pour  ne  pas  multiplier  les  nota- 
tions 

Pour  la  même  valeur  s'2  de  s2,  les  parties  qui  dépendent  de  /2  se- 
ront proportionnelles  à  R,,  M2,  P3;  celles  qui  dépendent  de/3  seront 
proportionnelles  à  Q(,  P2,  N3.  Je  dis  que  les  quantités  comprises  dans 
ces  trois  groupes  sont  proportionnelles  entre  elles. 

En  effet,  on  a  identiquement 

(49)  j  &,L1  +  (3lva-*2)Ka+  <f3Q3  =  o, 

(  Z, ,  L,  -I-  $2  R2  +  (36,  —  J2)  Q.;   =   o  ; 

/  (^,-^)R,  +  .fl2M2  +  $.,?,   =   o, 

i5o)  A)R,  +  (0li2-^)M2+  $3P3  =  o, 

(  £,  R,  +  9*  M*  +  (irc,,—  s2)  P3  =  o; 

(  (-C.-^jQ.  4- A, P, +£,!*,  =  o, 

(5  0  N,  Q,  +  fa»  -  O  P2+«3N3  =   o , 

(  1 .  Q.  +  C£2  P2  +  (363  -  s2)  N3  =   o . 

D'ailleurs  le  déterminant  de  chacun  de  ces  trois  systèmes  d'équations 
n'est  autre  chose  que  le  second  membre  de  la  formule  (3).  11  est  nul 
quand  on  met  pour  s2  une  des  racines.?'2  de  l'équation  S  =  o,  du  troi- 
sième degré  en  s2.  Donc  chacun  des  systèmes,  insuffisant  pour  déter- 
miner les  quantités  du  genre  m,  qui  y  entrent,  détermine  leurs  rapports. 
Donc  les  quantités  L(,  R2,  Q3  qui  satisfont  au  premier  système  d'équa- 
tions sont  proportionnelles  aux  quantités  R,,  M2,  Q3  qui  satisfont  au 
second,  et  aussi  aux  quantités  Q<,  P2,  N3  qui  satisfont  au  troisième.  Ce 
qu'il  fallait  prouver. 

Donc,  dans  les  valeurs  de  —  ,  —,   -z- ,  les  parties  qui  dépendent  de 

s'  seront  proportionnelles  aux  quantités  de  ces  trois  groupes. 

Si  les  parties  dépendantes  de  s"  et  s'"  étaient  supprimées,  en  vertu  de 
la  discussion  précédente,   les  trois   composantes    de  la  vitesse  d'un 
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point  quelconque  (a-,  y,  z)  d'un  même  rayon  vecteur  indéfini  seraient, 
à  une  grande  distance  de  l'origine,  proportionnelles  aux  quantités  L,. 
R2,  Q3,  par  exemple,  d'un  même  groupe.  La  vitesse  elle-même  se 
trouverait  constamment  parallèle  à  une  droite  qui  ferait  avec  les  axes 
des  coordonnées  des  angles  dont  les  cosinus  seraient  proportionnels  à 
ces  quantités.  Le  mouvement  serait  polarisé  sur  chaque  rayon  vecteur. 
La  direction  de  la  vitesse  changerait  d'un  rayon  vecteur  à  un  autre,  à 

cause  du  changement  de  valeurs  des  rapports  -,  -,  -. 

19.  A  l'aide  des  considérations  exposées  dans  les  deux  numéros  pré- 
cédents, il  est  très-aisé  de  se  taire  une  idée  du  mouvement  qui,  après 
un  temps  t  très-grand,  agite  tous  les  points  de  l'espace  à  une  assez 
grande  distance  de  l'origine  des  coordonnées,  jusqu'à  une  autre  dis- 
tance bien  plus  grande  encore  qui  dépend  de  la  grandeur  du  temps  t. 

En  effet,  si  l'on  fait  abstraction  d'abord  des  termes  dépendants  de 
s"  et  de  s'",  et  si  i'on  considère  tous  les  points  {x,  y.  z)  situés  sur  une 
même  surface  comprise  dans  la  formule 

(5a)  /'  =  N„H, 

pour  une  valeur  très-grande  du  paramètre  H  ;  après  un  temps  t  >H,  ces 
points  seront  animés  de  vitesses  diverses,  mais  parallèles  à  des  directions 
dépendantes  seulement  de  celles  des  rayons  vecteurs  respectifs.  A  me- 
sure que  le  temps  augmentera,  le  mouvement  se  propagera  en  avant; 
et ,  si  l'on  considère  la  succession  des  diverses  surfaces  comprises  dans 
la  formule  (5a)  en  y  regardant  H  comme  un  paramètre  variable,  le 
mouvement  passera  progressivement  d'une  surface  à  une  autre,  de 
telle  sorte  que  la  vitesse  restera  dans  chaque  rayon  vecteur  parallèle  à 
elle-même  et  variera  en  raison  inverse  de  la  distance  à  l'origine.  Les 
vitesses  des  différents  points  d'une  surface  seront  proportionnelles  à 
celles  des  points  homologues  d'une  autre.  Le  mouvement  restera  pour 
ainsi  dire  semblable  à  lui-même. 

Ces  surfaces  devront  être  regardées  comme  les  surfaces  des  ondes; 
l'état  de  la  portion  de  l'espace  comprise  entre  deux  surfaces  très-rap- 
prochées  constituera,  en  quelque  sorte,  l'onde  élémentaire.  Mais  ici 
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l'épaisseur  proprement  dite  des  ondes  ne  serait  pas  bien  définie.  Elle 
pourrait  l'être  si  la  fonction  y  était  périodique  par  rapport  au  temps: 
les  épaisseurs  se  déduiraient  facilement  de  l'étendue  des  périodes.  Nous 
reviendrons  sur  ce  sujet. 

20.  Si  l'on  fait  abstraction  des  termes  dépendants  de  s'  et  de  s'",  on 
arrivera  à  des  conséquences  analogues,  et  l'on  aura  pour  s"  une  propa- 
gation d'ondes  élémentaires  polarisées  comme  les  précédentes,  mais 
non  pas  dans  les  mêmes  directions  sur  les  mêmes  rayons  vecteurs, 
parce  que  les  û  dépendent  de  s.  Il  en  sera  de  même  pour  s'". 

Or,  dans  ces  trois  propagations  partielles,  les  composantes  des  vi- 
tesses suivant  les  axes  s'ajoutent  pour  les  mêmes  points  de  l'espace; 
donc  les  vitesses  elles-mêmes  se  composent  statiquement,  et  par  consé- 
quent la  considération  de  ces  trois  systèmes  d'ondes  polarisées  suffit 
pour  permettre  de  construire  la  vitesse  totale  en  chaque  point. 

Dans  un  même  rayon  vecteur  les  vitesses  partielles  sont  toujours  pa- 
rallèles à  elles-mêmes,  mais  elles  ne  restent  pas  proportionnelles,  a 
cause  de  la  différence  des  vitesses  de  propagation  qui  dépendent  des 
N0.  La  vitesse  résultante  n'est  donc  pas  constamment  parallèle  à  elle- 
même.  Elle  n'est  pas  polarisée  dans  le  sens  naturel  de  cette  expression. 
On  s'en  fera  une  idée  plus  nette  par  la  considération  des  trois  systèmes 
d'ondes  élémentaires,  qui,  ayant  des  lois  de  propagation  bien  dis- 
tinctes, peuvent  pourtant  se  composer  à  chaque  instant  en  chaque 
point  et  faire  connaître  complètement  l'état  de  ce  point.  C'est  une 
coexistence  de  petits  mouvements  [*]. 

21.  Si  l'on  voulait  étudier  les  déplacements  au  lieu  des  vitesses,  il 
faudrait  discuter  les  valeurs  de  S.  »j,  Ç.  Elles  renferment  des  termes  de 
la  forme  de  l'expression  (i  8).  La  parti-s  la  plus  considérable  de  cette 
expression  est  encore  la  première  intégrale.  Il  semblerait  au  premier 
abord  que  l'on  pourrait  conserver  quelque  inquiétude  sur  la  grandeur 


[*]  Pour  faire  usage  des  considérations  générales  de  M.  Duhamel,  il  eût  fallu  cher- 
cher d'abord  les  intégrales  des  équations  (i),  en  supposant  les  seconds  membres  de 
ces  équations  indépendants  de  /  et  fonctions  seulement  des  coordonnées  x,  y,  z.  Ces 
intégrales  sont  comprises,  comme  cas  particulier,  dans  les  formules  que  j'ai  employées. 
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relative  de  la  seconde,  surtout  si  l'on  faisait  la  transformation 
s  =  n{t  —  t),     ds  =  (t  —  r)  dn. 

Mais  il  suffit  d'observer  que  la  fonction  /  (s,  t)  ne  peut  être  sensible 
que  pour  des  valeurs  de  s  correspondantes  à  celles  de  p  clans  la  partie 
de  l'espace  troublée  par  la  force  accélératrice,  et  de  mettre  l'intégrale 
relative  à  s  sous  la  forme 

j^       <p'  [t  -  t,  s)  x  {s,  t)  ds  =f(t-  r,  s,)  x  (s, ,  t)  Jn         ds, 

dans  laquelle  s,  représente  une  valeur  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leurs de  s. 

Comme,  au  lieu  des  limites  en  évidence,  il  faut  prendre  au  fond  des 
limites  relatives  aux  p,  cette  intégrale  ne  peut  être  que  très-petite  en 
comparaison  du  premier  terme.  Il  ne  pourrait  y  avoir  exception  que 
dans  le  cas  où  la  fonction  ç'  tendrait  vers  l'infini  pour  de  très-grandes 
valeurs  de  s.  Mais  cette  circonstance  sera  elle-même  écartée  (n°  24). 

La  partie  la  plus  considérable  de  l'expression  (18)  sera  donc 


ffcP*f*f'  N(é-t)?(i,N)x[N(«-t),t]  usiner <fo 


10. 


On  la  réduira  par  les  moyens  précédents  et  l'on  tombera  sur  une  ex- 
pression semblable  à  l'expression  (44)»  sauf  la  différenciation 

d. 
dt' 

22.  On  aura  donc  pour  les  déplacements  des  conséquences  tout  a 
fait  analogues  à  celles  que  l'on  a  eues  pour  les  vitesses.  Le  déplace- 
ment d'un  point  quelconcjue  sera  la  résultante  statique  de  trois  dépla- 
cements partiels  qui  se  transmettront  par  des  systèmes  d'ondes  élémen- 
taires distincts,  polarisés,  et  dans  lesquels  les  écarts  seront  en  raison 
inverse  des  distances  à  l'origine.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  davan- 
tage. 

23.  Les  considérations  développées   dans  les  deux   Mémoires  in- 
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sérés  au  tome  VII  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées 
de  M.  Liouville,  pages  i3  et  suivantes,  peuvent  évidemment  trouver 
place  ici.  Il  faudra  d'abord  mettre  partout  t  —  x  au  lieu  de  t,  et  en- 
suite intégrer  par  rapport  à  z,  depuis  o  jusqu'à  t.  Les  éléments  des 

diverses  parties  des  intégrales  réunies  sous  le  signe    /      donneront  une 

somme  rigoureusement  nulle  pour  des  valeurs  de  .v  supérieures  à  une 
certaine  limite  de  la  forme 

N  (*  —  t)<  N/. 

Il  n'en  faut  pas  davantage  pour  faire  concevoir  que  les  points  du 
milieu  restent  rigoureusement  en  repos  jusqu'à  ce  que  le  temps  soit 
devenu  assez  grand  pour  y  faire  arriver  la  plus  avancée  des  ondes  élé- 
mentaires dont  nous  avons  étudié  les  propriétés. 

24.  Les  portions  d'intégrales  qui  subsisteront  sous  le  signe  exté- 
rieur /  seront,  d'après  les  formules  (2)  et  (3)  du  tome  VII  cité  [*j, 
prises  entre  des  limites  de  la  forme 

W(t  —  t),     et     N'(f  —  t). 

Par  conséquent  s,  comme  p,  sera  compris  entre  les  mêmes  limites; 
donc  s  sera  toujours  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  quantités  de 
la  forme 

N(*-t)î 

donc,  en  général,  les  fonctions  o,  <p',  9",  considérées  aux  n05  10  et  21, 
restent  finies  quand  s  croît  indéfiniment  ;  ce  qui  écarte  toute  restriction 
à  cet  égard. 

25.  Au  lieu  de  supposer,  dans  tout  ce  qui  précède,  l'action  de  la 
force  accélératrice  circonscrite  dans  une  certaine  portion  de  l'espace 
autour  de  l'origine  des  coordonnées,  on  pourrait  la  supposer  circon- 

[*]   Voyez  page  24. 
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scrite  autour  d'un  autre  point  (a,  b,  c).  Il  suffirait  de  remplacer  dans 
tous  les  calculs  approchés  X,  [i,  V  par  X  —  a,  a  —  b,  v  —  c ,  et  .r. 
y,  z,  r  par  oc  —  a,  y  —  b,  z  —  c,  \  oc  —  cîf  +  {y  —  &)2  -+-  (z  —  c)*. 
L'on  trouverait  que  les  trois  systèmes  d'ondes  élémentaires  se  dévelop- 
peraient autour  du  point  (a,  b,  c  qui  en  serait  le  centre  commun. 

Les  deux  propagations  autour  de  l'origine  et  du  point  (a,  b,  c] 
pourraient  avoir  lieu  simultanément  et  même  avec  autant  d'autres 
système-;  que  l'on  voudrait.  On  devrait  faire  en  chaque  point  la  compo- 
sition des  petits  mouvements  qu'y  amènerait  chaque  système  considéré 

seul.  Au  lieu  de  l'expression  (44)  on  aurait  une  somme  \*  d'expres- 
sions de  même  genre.  Mais  il  faudrait  que  les  points  dont  on  cher- 
cherait le  mouvement  fussent  à  une  grande  distance  de  tontes  les  por- 
tions de  l'espace  agitées  par  les  forces  accélératrices.  On  pourrait 
même  sous  cette  condition    étudier  le  mouvement  produit  par   une 

infinité  de  systèmes  pareils;  dans  ce  cas,  la  somme  N  serait  rempla- 
cée par  une  intégrale  triple  dont  les  limites  dépendraient  de  l'étendue 
de  l'action  de  la  force  accélératrice  [*]. 

Si  l'on  considérait  le  mouvement  partiel  dû  à  l'action  de  la  force 

accélératrice  sur  une  portion  de  l'espace  circonscrite  dans  un  élément 

de  volume  r/.V  autour  d'un  point  (a,  b,  c).  les  intégrations  relatives  aux 

/..  ;j.,  v)  indiquées  par  la  formule  (36)  se  feraient  facilement.    Après 

avoir  remplacé  X,  fi,  v  par  X+rt,  [x+b,  v+c,  et  oc,  y,  z  par  x— a. 

y—  b,  z  —  c,  il  suffirait  de  faire  sous  les  signes   /  les  nouveaux  X,  p.,  > 

et  X'  égaux  à  o,  puis  de  multiplier  par  l'élément  de  volume  d.X  qui 
représenterait  la  somme  de  tous  les  éléments  dXdfidv  compris  dans 
l'espace  élémentaire  que  l'on  considère.  Il  faudrait  enfin  intégrer  par 
rapport  à  l'élément  de  volume  d.Y  relatif  au  point  (a,  b,  c);  ce  qui 
amènerait  une  intégrale  triple  de  même  généralité  que  l'intégrale  a  5 
On  n'aurait  rien  gagné,  si  l'on  avait  pour  but  de  chercher  l'effet  de 


[*]  Ces  résultats  immédiats  de  la  forme  des  intégrales  pouvaient  être  prévus  comme 
conséquences  des  lois  générales  de  M.  Duhamel. 
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J'action  d'une  force  accélératrice  limitée  à  une  portion  de  l'espace 
dont  toutes  les  dimensions  fussent  de  grandeurs  comparables  entre 
elles;  mais  si  l'une  des  dimensions  était  très-petite,  comme,  par 
exemple,  dans  le  cas  où  la  portion  de  l'espace  agitée  par  la  force  accé- 
lératrice serait  comprise  entre  deux  surfaces  très-voisines  l'une  de 
l'autre,  ce  genre  de  considérations  pourrait  faire  connaître  le  mouve- 
ment d'un  point  quelconque,  situé  à  une  distance  de  la  couche  agitée, 
très-grande  seulement  par  rapport  à  l'épaisseur  de  cette  couche ,  mais 
non  par  rapport  à  ses  autres  dimensions. 

Cette  dernière  remarque  est  importante  pour  des  recherches  ulté- 
rieures, dont  j'espère  soumettre  bientôt  les  résultats  au  jugement  de 
l'Académie. 
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PROPRIÉTÉS   GÉOMÉTRIQUES    ET    MÉGANIQUES 

DE    QUELQUES    COURBES    REMARQUABLES; 
Par    M.    Ossian    BONNET. 

Ancien  Élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


Problème.  «  Étant  donnée  une  chaîne  parfaitement  flexible  et 
»  homogène,  mais  d'inégale  épaisseur,  dont  tous  les  éléments  sont 
»  soumis  à  l'action  de  forces  centrales  inversement  proportionnelles  à 
»  la  distance,  trouver  la  loi  suivant  laquelle  doit  varier  l'épaisseur 
»  en  chaque  point  et  la  courbe  que  doit  affecter  la  chaîne  dans  l'état 
»  d'équilibre ,  pour  que,  dans  cet  état ,  la  tension  varie  d'un  point  à 
»  l'autre  proportionnellement  à  l'épaisseur,  ou  que  la  chaîne  présente 
»  partout  égale  chance  à  la  rupture.   » 

Solution.  Soit  a  le  rapport  constant  qui  existe  entre  l'épaisseur  w 
et  la  tension  T  en  chaque  point  de  la  chaîne  clans  l'état  d'équilibre  : 
appelons  R  =J(r)  l'intensité  de  la  force  centrale  donnée,  que  nous 
supposons  d'abord  fonction  quelconque  de  la  distance ,  nous  aurons 
pour  l'équilibre  d'un  quelconque  des  éléments  de  la  chaîne, 


*(*3  = 


aTR  -  ds, 

r 

</.(t^Y=:  ±aTRr7ds; 

le  centre  des  forces  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées,  et  le 
signe  des  seconds  membres  étant  -+-  ou  —  ,  selon  que  les  forces  sont 
attractives  ou  répulsives. 

Ajoutons  les  deux  équations  précédentes,  après  les  avoir  respecti- 

Tome  IX.  —  Mars  1844.  •* 
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veinent  multipliées  d'abord  par  —  et  y-,  puis  par  —  y  et,r;  il  viendra 

d'où .  intégrant, 

L'avant-dernière  équation  nous  fait  déjà  connaître  la  tension  en  chaque 
point  de  la  chaîne  dans  l'état  d'équilibre;  on  en  déduit  aisément 
l'épaisseur 

(2)  w  =  aT  =  aCe±afRd'. 

Pour  avoir  ensuite  l'équation  de  la  courbe  d'équilibre  de  la  chaîne, 
il  suffit  d'éliminer  T  entre  les  équations  (1);  on  trouve  ainsi 

dy  dx  C     „  ,  t)  j, 

ds        J  ds  Ce 

et,  en  passant  aux  coordonnées  polaires, 


d'où 

d'où  .  intégrant, 
3 


r'd9  C     - 

— ===-  =  —  e" 
y/rfr2+  r*dQ''  C 

dr 


de  = 


V?' 


s/vs- 


:2<i/Rdr_ 


dr 


±aa/Rdr 


Les  constantes  introduites  par  les  intégrations  sont  faciles  à  interpré- 
ter: si  les  deux  quadratures  qui  entrent  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (3)  sont  l'une  et  l'autre  prises  à  partir  du  pied  de  la 
normale  menée  par  l'origine  à  la  courbe  représentée  par  cette  équa- 

tion  (3),  les  constantes  — a,  -,  C  ne  seront  autre  chose,  respecti- 
vement, que   les  valeurs  de  0,  r,  T  qui  répondent   à  ce  point;   et 
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quant  à  la  constante  a,  on  sait  qu'elle  exprime  le  rapport  constant 
qui  existe  entre  l'épaisseur  et  la  tension  en  chaque  point  de  la  chaîne 
dans  l'état  d'équilibre.  Il  est  presque  inutile  de  dire  que  les  quatre 
constantes  dont  il  s'agit  se  déterminent  dans  chaque  cas  particulier  en  ex- 
primant que  la  chaîne  passe  par  deux  points,  qu'elle  a  entre  ces  points 
une  longueur  déterminée  ,  et  enfin  qu'elle  a  en  un  point  une  épaisseur 
connue. 

II. 

Sortons  maintenant  des  généralités  précédentes  pour  nous  occu- 
per exclusivement  du  cas  où  la  force  est  inversement  proportionnelle 
à  la  distance. 

Posons  donc 

m  =  r 

l'unité  de  force  étant  celle  qui  agit  à  l'unité  de  distance;  les  équa- 
tions (2  i  et  (3)  deviendront 

(*) 


1  V(i 


en  prenant,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  les  intégrales  à  partir  du 
pied  de  la  normale  menée  de  l'origine  à  la  courbe  qu'affecte  la  chaîne 
dans  l'état  d'équilibre,  et  appelant  ô0,  /•0,T0  les  valeurs  respectives 
de  6,  /',  ï  en  ce  point. 

L'intégrale  contenue  dans  le  second  membre  de  la  dernière  équation 
s'évalue  aisément  en  posant 

( -)        —  séc  œ,       d'où        /   ' .        r         =  =  (  ?  -j^—  =  -=n-' 

et  l'on  trouve  pour  cette  équation  : 
(5)  r,±acos(i  ±  a)  (Q  —  60)  =  r1^"; 

ce  qui  nous  montre  que  les  courbes  d'équilibre  de  la  chaîne  dans  le 
cas  considéré  ne  sont  autre  chose  que  les  courbes  remarquables  que 

i3.. 
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M.  Serret  a  considérées  pour  la  première  fois,  dans  le  tome  Vil  de  ce 
Journal,  et  dont  les  arcs  représentent,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
les  intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  On  sait  que  ces  courbes 
renferment  comme  cas  particulier  le  cercle,  l'byperbole  équilatère,  la 
lemniscate,  etc.  Du  reste,  la  valeur  de  a  d'où  dépend  la  nature  de  la 
courbe  d'équilibre,  de  même  que  les  valeurs  de  Q0  et  r0,  se  détermi- 
nera dans  chaque  cas  particulier,  ainsi  qu'on  l'a  dit  plus  haut,  en 
exprimant  que  la  courbe  passe  par  deux  points,  et  qu'elle  a  entre 
ces  points  une  longueur  connue. 

III. 
Reprenons  la  première  des  équations  (4), 

(6)  w  =  «T0  (£ 

Cette  équation  nous  fait  connaître  l'épaisseur  en  chaque  point  de  la 
chaîne  en  fonction  de  r  ou  de  la  distance  de  l'origine  au  point  consi- 
déré, dans  la  position  d'équilibre.  On  peut  encore  exprimer  l'épaisseur 
en  chaque  point  en  fonction  du  volume  de  la  chaîne  compris  entre  ce 
point  et  un  point  déterminé;  et  la  formule  que  l'on  obtient  à  cet  effet, 
d'une  forme  assez  remarquable,  a  l'avantage  de  s'appliquer  quelle  que 
soit  la  position  qu'occupe  la  chaîne,  lorsque  par  conséquent  elle  est 
étendue  en  ligne  droite  sur  un  plan. 

Prenons  pour  axe  polaire  la  normale  à  la  courbe  (5)  menée  par 
l'origine,  et  posons,  pour  simplifier, 

i  ±:  a  =  m,         «T0  =  u0, 

les  équations  (5)  et  (6)  deviendront 

(7)  rm  cos  mô  =  r™, 
{S)  w  =  w0  Uj 

Nous  tirons  de  l'avant- dernière  équation  la  différentielle  de  l'arc 
qu'affecte  la  chaîne 


ds=  r0(£\"*ld9t 
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d'où,  pour  le  volume  compté  à  partir  de  l'axe  polaire, 

v= a°r°fo  GO"* = w°r°r^ = ï  tans  m$'> 

éliminant  0  entre  cette  équation  et  l'équation  (8),  qui  revient  a 

—  =  (cosmô)        > 
on  trouve 


(9) 


"'     LVW»/  J 


pour  l'équation  cherchée.  Cette  équation,  après  que  les  constantes 
m0,  r0  et  m  ont  été  déterminées,  donne  le  volume  de  la  chaîne 
en  fonction  de  l'épaisseur  au  point  où  l'on  s'arrête,  et  récipro- 
quement. 

Cette  même  équation  peut  servir  à  déterminer  la  forme  de  la  chaîne. 

Assimilons  cette  chaîne  étendue  en  ligne  droite  sur  un  plan  au 
volume  engendré  par  un  cercle  de  rayon  variable  qui  se  meut  paral- 
lèlement à  lui-même  en  touchant  par  les  extrémités  d'un  même  dia- 
mètre une  droite  et  une  courbe  ;  et  proposons-nous  de  déterminer 
l'équation  de  cette  courbe  directrice.  Soient  j0  le  diamètre  initial  du 
cercle  générateur,  ety+y0  le  diamètre  lorsque  ce  cercle  a  parcouru 
sur  la  ligne  droite  l'espace  x,  nous  aurons 


«•  =  |7w      M  =  4  (J+Jo) 


v  =  \fox{j+joTdx, 

portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (9),  il  vient 

jf  o^*=W(^) 

d'où,  différenciant, 

ro+3 

(y  -t-.ro\ m  ~  ' 


4  m 
m —  1 

—  Ii 


dr 
dx  =  —^-° 


■1)      j—         4™ 

VCW'- 
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et  intégrant, 


La  quadrature  contenue  dans  le  second  membre  de  la  dernière  équa- 
tion est  une  intégrale  binôme  qui  ne  peut  être  évaluée,  d'après  les 

i              m  -+- 1  '  i  i 

principes  connus,  que  lorsque ou- — est  un   nombre  entier;  la 

première  condition  est  remplie  pour  m  =  —  i  ,  la  seconde  pour 
m  =  ±  -|  :  pour  la  première  de  ces  valeurs  de  m,  l'équation  (7)  repré- 
sente une  circonférence;  pour  les  deux  autres,  elle  représente  une 
parabole  dont  le  foyer  est  à  l'origine,  et  une  épicycloïde  extérieure, 
ayant  pour  module  £.  Si  dans  ces  trois  cas  on  effectue  l'intégration,  on 
trouve  successivement  pour  l'équation  (n), 

0'  +Jo)cos;r  =  7o> 

m' [■ -fè)7=" 

Mais,  sans  nous  arrêter  à  ces  cas  particuliers,  qui,  comme  l'on  voit, 
conduisent  à  des  résultats  assez  compliqués,  remarquons  que  l'on  peut, 
quel  que  soit  m,  avoir  la  courbe  représentée  par  l'équation  (10)  ou  (1 1), 
par  une  construction  géométrique.  En  effet,  posons 


(  m  + 1)  x  =  u ,     (  - — — 

l'équation  (10)  deviendra 

(  1 1)  du 


1  (m  -+-  1  ) 


ver- 
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et  il  est  clair  que  si  l'on  peut  construire  la  courbe  représentée  par 
cette  dernière  équation ,  on  pourra  aussi  avoir,  par  une  construction 
géométrique,  autant  de  points  que  l'on  voudra  de  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (10). 

Or,  je  dis  que  si  l'on  fait  rouler  sur  une  ligne  droite  la  courbe  re- 
présentée par  l'équation  (7),  le  centre  de  cette  courbe  décrira  une 
courbe  comprise  dans  l'équation  (12). 

Pour  le  faire  voir,  remarquons  que  r  et  6  étant  les  coordonnées  po- 
laires d'un  point  quelconque  d'une  courbe,  prises  par  rapport  à  un 
axe  et  à  une  origine  arbitraires,  mais  invariablement  liés  à  cette  courbe, 
et  x  et  y  les  coordonnées  rectangles  du  point  qui  sert  d'origine,  quand 
on  a  fait  rouler  la  courbe  sur  l'axe  des  x,  de  manière  que  le  contact 
ait  lieu  au  point  dont  les  coordonnées  sont  1  et  0,  on  a 

f    ,<  dx  _  rd9  r'dO 


Or,  supposons  que  la  courbe  qu'on  fait  rouler  soit  celle  que  représente 
l'équation  (7),  on  aura  alors 


dr    ~         I  /  r\  2m      "  ./•>,!  _i_  ,a,jfli  °  \rj         ' 


Ai 


sjdr 


par  conséquent 


dx 

dy 


/TTy™ '     ■Jr~r°\rj 

vu)  — 


d'où,  éliminant 


(i4)  dx  = 


I — ]El — ' 

équation  qui  est  bien  comprise  dans  l'équation  (12). 

On  peut  déduire  de  là  quelques  résultats  connus.  Si  l'on  fait 


im 
!  — m 
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l'équation  (iZj)  devient  celle  d'une  cycloïde,  et  l'équation  (7)  celle  d'un 
cercle;  nous  retombons  donc  sur  la  propriété  caractéristique  de  la 
cycloïde.  Si 

im  ,,     ,  1 
=  1 ,     u  ou     m  =  -, 


l'équation  (  i4  y  devient  celle  d'une  chaînette  et  l'équation  (7)  celle 
d'une  parabole  rapportée  à  son  foyer,  d'où  l'on  peut  conclure  que, 
lorsqu'on  fait  roider  une  parabole  sur  une  droite,  le  foyer  de  cette 
parabole  décrit  une  chaînette.  Si  l'on  pose 

%m  .,    , 

=  —  L\ ,     ci  ou     m  =  1 , 

1  —  m 

l'équation  (14)  devient  celle  d'une  courbe  élastique  rectangulaire, 
et  l'équation  (7)  celle  d'une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses 
axes;  nous  pouvons  donc  dire  que  le  centre  d'une  hyperbole  équi- 
latère roulant  sur  une  droite ,  décrit  une  courbe  élastique  rectangu- 
laire, etc. 

IV. 

Si,  au  lieu  de  faire  rouler  sur  une  droite  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (7),  on  fait  rouler  une  courbe  parallèle  à  cette  dernière,  on 
obtient  un  résultat  très-simple  et  cpii  ne  diffère  que  très-peu  de  celui 
que  nous  avons  obtenu  en  faisant  rouler  la  courbe  (7). 

Rappelons  d'abord  que  les  géomètres  appellent  courbes  parallèles  à 
une  courbe  donnée  ,  les  lieux  des  points  obtenus  en  prenant  sur  toutes 
les  normales  de  cette  courbe,  et  à  partir  des  points  de  contact,  une 
même  longueur  a. 

Cela  étant ,  on  voit  aisément  que  S,  et  r,  étant  les  coordonnées  rec- 
tangles d'un  point  quelconque  de  la  courbe  parallèle  à  la  courbe  (7), 
on  a 

g  =  r  cos  6  -+-  a  cos  (ni  —  1)  0 , 

Y)  =  r  sin  0  —  a  sin  (m  —  1  )  5  ; 

ou,  en  appelant  p  et  œ  les  coordonnées  polaires  correspondantes  aux 
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coordonnées  rectangles  £  et  yj  , 

(i5)  9e^~,  =  rer"/Zri  +  ae-^m-l)6^'\ 

(16)  pe-^-^re-6^  -+-  «e^r^Vr*, 
avec  la  condition 

(17)  r'"  cos  mQ  =  r". 

Reprenons  maintenant  les  équations  (i3)  qui,  en  changeant  r  en  p 
et  6  en  y,  deviennent 

dX  ~  dp'  ■*   ~  y'rfp'+p'rf^' 

et  éliminons/1,  5,  p  et  <p  entre  ces  deux  équations  et  les  éq nations (1 5), 

(16)  et  (17). 

De  l'égalité  (1  5),  nous  tirons  d'abord 

a^-'clp  +  pe^-1  \J~^~idy  =  e^-'dr 

d'où,    multipliant  par  l'équation  (16)  et  égalant  respectivement   les 
parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  membres, 

pdp  =  rdr  —  [m  —  1)  ar  sin  mQ  d9  -+-  a  cos  rn6dr  —  ar  sin  môd6  , 

p2dy  =  r-dO  —  (m  —  i)ar  cos  mQ dQ  -+-  a  smniOdr 
-+-  arcosmQdÔ  —  (m  —  i)a2dô; 

simplifiant ,  au  moyen  de  l'équation 

cos  rnOdr  =  r  sin  rnOdô  , 

que  l'on  déduit  de  l'équation  (17  ),  il  vient 

pdp  =  dr[r  —  (tn  —  1)  a  cos  m6\ , 

2,     (/-coswiô +<?)[/• — (m — i)acosmB]dd  (rcosmB-ha)[r — (m — i)acosm6]Ur 

"      '   —  cosmS  rsin/«6 

Tome  IX. —  Mars   1844.  (  (. 
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Nous  tirons  de  là 

pdf  rcosmQ  -+-  a 

dp  r  sin  mB 

d'ailleurs  les  équations  (i5)et  (16),  multipliées  l'une  par  l'autre,  donnent 
p2  =  r2  +  a2  -+-  2  ar  cos  mO  ; 

substituant  dans  les  équations  (18),  en  remarquant  que  la  seconde  de 
ces  équations  revient  à 


^•rv/'  +  Ê 


à  cause  de  la  première,  on  trouve 

/•  sin  7>i5  =  y  -f,  r  cos  mB  =  r  —  a  . 

J    dx  •* 

d'où  enfin  ,  au  moyen  de  l'équation  (17), 
cùc  =  - 

(y 


W(^f 


Cette  équation,  quand  on  fait  a  =  o,  devient  l'équation  (i4),  connue 
cela  doit  être.  On  en  tire  divers  résultats  plus  ou  moins  curieux  en  fai- 
sant varier  m.  Si,  par  exemple,  on  fait  m  =  2,  auquel  cas  la  courbe 
(17)  est  une  hyperbole  équilatère,  on  trouve  pour  l'équation  de  combe 
engendrée 

dx  = 


v7'  -M      ■ 

V. 

Les  courbes  représentées  par  l'équation  (12),  qui  comprennent 
comme  cas  particulier  la  cycloïde,  s'obtiennent  en  généralisant  plu- 
sieurs propriétés  de  cette  courbe. 
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On  sait  que  clans  la  cycloïde  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
normale;  proposons-nous  de  trouver  plus  généralement  la  courbe 
dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  m  fois  Ja  normale  :  nous 
aurons  pour  l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée. 


—  mj,     ou 


q  *  i-\-p-  m  y 

Multipliant  les  deux  membres  par  -J-dy,  et  observant  que 


il  viendra 


d'où,  intégrant, 


d'où 


*$?  =  %dJ  =  Pfy' 


2  pdp  2   dy 

1  -V-p2  m  y 


i±p'  =  Cjr 


djc  = 


dy 


V  Cym  —  1 


équation  de  même  forme  que  l'équation  (12). 

De  même,  la  cycloïde  étant  la  courbe  de  plus  vite  descente  dans  le 
vide,  l'intégrale 


/ 


fi 


iï 


dx 


doit  être  un  minimum  pour  la  cycloïde;  or,  les  courbes  comprises  dans 
l'équation  (12)  rendent  minimum  l'intégrale  plus  générale 


J  l"\l  -+-p'djc, 


ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  le  Meihodus  inveniendi ,  etc. ,  page  5o. 

On  obtient  des  courbes,  dont  celles  que  représente  l'équation  (12  1 
ne  sont  que  des  cas  particuliers,  en  généralisant  d'autres  propriétés  de 
la  cycloïde. 

14. 
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Ainsi ,  proposons-nous  de  trouver  la  courbe  dans  laquelle  le  rayon 
de  courbure  p  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  puissance  n  de 
l'ordonnée.  Nous  aurons  d'abord 

1         _      .-« 
d'où,  multipliant  par  idj  et  intégrant, 


■Y 


ou 


v'i-tc+cy-»)» 

équation  qui  rentre  dans  l'équation  (i4)  quand  on  fait  C  =  o. 

On  sait  que  l'on  trouve  la  cycloïde  en  cherchant  la  courbe  pour  la- 
quelle l'espace  compris  entre  elle  et  sa  développée  est  le  plus  petit . 
c'est-à-dire  en  cherchant  la  courbe  pour  laquelle  l'intégrale 


fpds=  "P±±£ldx 


est  minimum. 

Si  plus  généralement  on  se  propose  de  trouver  la  courbe  pour  la- 
quelle l'intégrale 

■"in-t-i 

ffds  =  f(—P^--  dx 

est  minimum,  on  trouve  une  courbe  comprise  dans  l'équation  (19). 
Euler,  qui,  dans  le  Methodus  inveniendi ,  etc.,  page  66,  a  résolu  ce 

dernier  problème,  n'a  pas  remarqué  que  sa  solution  coïncidait  avec  la 

courbe  dans  laquelle  il  existe  un  rapport  constant  entre  le  rayon  de 

courbure  et  une  puissance  de  l'ordonnée. 

Voici  un  moyen  simple  d'établir  cette  coïncidence  : 
La  courbe  dont  l'ordonnée  rend  minimum  l'intégrale 


/ 


<i±4-i_«te, 
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pour  équation  différentielle,  d'après  la  méthode  des  variations, 


3kh-i  S"-»-1 

=  C  +  C'p  —  n 


(i+/>')    ""       _  <-<    ,    rv„        „(I+/,2) 


(i±£!L-__  =  c  +  cp. 

Si  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  cherchée,  on  a 

donc 

C  4-  C'p 

peut  être  considérée  comme  l'équation  de  la  courbe;  de  là  on  tire 

np"-f  dp  =  * H  dp  ; 

i'+P7)2 

et  comme 

on  a 

np"  dp  =  ^IZ^JL  dp  =  (C-  C'p)  dx  -  Cdx  -  C'dj . 
d'où 

p"-1-1  =  Cx  -+-  C'y  -+-  C", 

équation  qui ,  en  changeant  convenablement  la  position  et  la  direction 
des  axes,  peut  se  ramener  à  la  forme 

1  1 

pn+i  =  ay,     ou     p  =  fl"  +  1  /"  +  ' , 

ce  que  nous  nous  étions  proposé  de  faire  voir. 
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VI. 

Cherchons   la  développée   de   la    courbe   représentée  par  l'équa 
tion  (12),  ou  plus  simplement  par  l'équation 

(20)  dx  = 


\fy°  —  i 

Soient  x,  j  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe, 
p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point,  et  a,  p  les  coordonnées  du  centre 
de  courbure  au  même  point  ;  on  aura 

da  dy  ' 


Or,  de  l'équation  (20)  on  déduit 

dx 


dy  y/r_ï 

d'où 


,     et     o  =  -   r 


(l?  =  "^  y  dJ 


on  a  donc 

dl  - 

da 

d'où  l'on  tire 


-  -=L=,      da}  +  d&  =  (^-^Yfdj*, 


dp  _  d-j.  Ida-  -+■  dfi-  m  -+-  2     , 

T    "  Jy™—i  V         y"  m  J ' 


d'où 


,0  m  -f-  2     ,  0  /w  -+-  2  _ 


et 


Si  l'on  porte  l'axe  des  fz  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  à  faire 
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disparaître  la  constante  G,  et  qu'on  mette  x  et  y  en  place  de  a.  et  j3,  il 


dx=dJ\l\^j) 


Cette  équation  représente  une  courbe  semblable  à  celle  qui  a  pour 
équation 

(21)  dx  =  dy  \j ym  —  1  , 

et  qui  est  évidemment  la  trajectoire  orthogonale  des  courbes  com- 
prises dans  l'équation  (i4)- 

Les  courbes  que  l'on  vient  d'obtenir  et  dont  l'équation  peut  toujours 
se  ramener  à  la  forme  (21),  quoique  moins  remarquables  que  celles 
que  représente  l'équation  (20),  jouissent  de  plusieurs  propriétés  assez 
curieuses;  comme  ces  dernières,  elles  comprennent  la  cycloïde,  et  on 
les  obtient  en  généralisant  plusieurs  propriétés  de  cette  courbe.  Ainsi , 
ces  courbes  sont  celles  pour  lesquelles  une  puissance  quelconque 
de  l'arc  est  proportionnelle  à  l'abscisse.  Or,  on  sait  que  la  cycloïde  est 
la  courbe  pour  laquelle  le  carré  de  l'arc  est  proportionnel  à  l'abscisse. 
La  propriété  de  tautochronisme  dont  jouit  la  cycloïde  montre  que, 
pour  cette  courbe,  l'intégrale 

ds 
\jh  —  x 


£' 


est  indépendante  de  h;  plus  généralement  les  courbes  représentées  pai 
l'équation  (21)  sont  celles  pour  lesquelles  l'intégrale 


1: 


(h  —  xfds 


est  indépendante  de  h.  C'est  ce  que  l'on  reconnaît  aisément,  soit  par  la 
méthode  qu'a  exposée  Poisson  (Voir  sa  Mécanique ,  tome  Ier,  page  373), 
soit  par  le  calcul  des  différentielles  à  indices  fractionnaires  de  M.  Liou- 
ville,  etc. 

VII. 

Je  terminerai  en  rappelant  une  propriété  de  minimum  dont  jouis- 
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sent  les  courbes  (7)  et  qui  a  été  indiquée  par  Euler  clans  le  Méthodus 
itiveniendi,  etc.,  page  53.  D'après  cette  propriété,  les  courbes  (7)  sont 
celles  pour  lesquelles  l'intégrale 


/  r"  ds  =    !  r"  \jdr2  -+■  r2dô2 


est  un  minimum.  En  effet,  la  méthode  des  variations  nous  donne  pour 
l'équation  différentielle  des  dernières  courbes 


/•"  v'r2  +  r'2  =  C  + 


r"  r'- 


d'où 


r"+2  =  C  yr2  +  r'2, 
d'où 

d9  = 


/r»C"H) 


d'où ,  en  intégrant  comme  au  §  II , 

r"+t  cos(n  -+-  1) 
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NOTE 

SUR    UN    THÉORÈME   DE    MÉCANIQUE; 

Par    M.    0SSIÀM    BONNET, 

Ancien  Elève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


Lagrange  a  montré  depuis  longtemps  Mécanique  analytique,  t.  II, 
p.  n6)que  la  même  section  conique  qui  peut  être  décrite  en  serti; 
d'une  force  tendante  à  l'un  des  foyers  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  ou  tendante  au  centre  en  raison  directe  de  la  distance,  peut 
l'être  encore,  sous  certaines  conditions,  en  vertu  de  trois  forces  pa 
reilles  tendantes  aux  deux  foyers  et  au  centre;  ce  qui,  dit-il .  est  tres- 
remarquable, 

Legendre  a  été  conduit  plus  tard  à  une  conséquence  analogue,  mais 
plus  explicite,  dans  le  Traité  da <  jonctions  elliptiques  ;  on  lit.  en  effet, 
à  la  page  ^16  du  tome  Ier  de  cet  ouvrage  : 

«  Soit  A  le  sommet  d'une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  deux  foyers. 
»  soit  V  la  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  cette  ellipse  soit  décrite 
»  en  vertu  de  la  force  A  appliquée  au  foyer  F,  soit  pareillement  V"  la 
»  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  de  la 
"  force  B  appliquée  à  l'autre  foyer  G  ;  si  ces  deux  forces  agissent  à  la  fois 
»  sur  le  mobile  et  que  la  vitesse  initiale  Y  soit  telle  que  V2=V'2  +  V"2, 
»   il  décrira  encore  la  même  courbe.   » 

Ces  résultats  ne  sont  que  des  corollaires  d'un  théorème  général  que 
l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème.  «  Si  plusieurs  masses  m,  m',  m",...  respectivement  sou- 
»  mises  à  l'action  des  forces  F,  F',  F",...,  et  partant  toutes  d'un 
»  point  A  avec  des  vitesses  v0,  v'0,  t>  ",,.••  de  grandeur  différente,  mais  de 
»  même  direction,  décrivent  la  même  courbe  ACB  ;  la  masse  quelcon- 
»  que  M,  soumise  à  l'action  de  la  résultante  des  forces  F,  F',  F",... 
»   et  partant  du  point  A  avec  une  vitesse  V0  ayant  la  même  direction 
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»  que  les  vitesses  v0',  e'0,  %,..,  décrira  encorela  courbe  ACB,  pourvu 
»  que  les  forces  F,  F',  F",...  soient  indépendantes  du  temps  et  que  la 
»  force  vive  initiale  MV^  de  la  masse  M  soit  égale  à  la  somme 

mv\  -+-  'n'v'02  -+-  m"v"02  -+-  ... 

»   des  forces  vives  initiales  des  masses  m,  m',  m", ...    » 

Démonstration.  Afin  d'abréger  le  discours,  appelons  mouvements 
partiels  ceux  qui  sont  produits  par  les  forces  F,  F',  F",...,  agissant  sé- 
parément, et  mouvement  composé  celui  que  produit  la  résultante  de 
ces  forces. 

Si  le  mobile  M  ne  décrit  pas  la  courbe  ACB  dans  le  mouvement 
composé,  on  pourra  lui  faire  décrire  cette  courbe  en  joignant  à  la 
résultante  des  forces  F,  F',  F",...  une  force  normale  convenablement 
choisie,  et  l'on  aura  alors  les  équations  connues 

m5  =  X  +  X'  +  X"+...+  Ncosa  =  IX  -t-  Ncosa, 

at' 

M  Jf  =  Y  -+-  Y'  +  Y"  +  ...+  Ncos/3  =  2Y  -+-  Ncos/3, 

M  ^  =  Z  +  Z'  -+-  Z"  +..,+  Ncosy  =  2Z  +  Ncosy, 

x,  y,  z  représentant  les  coordonnées  du  mobile  au  bout  du  temps  t . 
(X,  Y,  Z),  (X',  Y',  Z'),  (X",  Y",  Z"),...  les  composantes  respectives 
prises  parallèlement  aux  axes  des  forces  F,  F',  F",  . ..,  ]S  l'intensité  de 
la  force  normale,  et  a,  /3,  y  les  angles  que  la  direction  de  cette  force 
fait  avec  les  parties  positives  des  axes  des  coordonnées. 

Multipliant  la  première  équation  par  %dx,  la  seconde  par  -iffy,  la 
troisième  par  idz,  et  ajoutant,  il  viendra 

r/.MV!  =  idx  IX  H-  idylX  ■+■  adzlZ, 

V  étant  la  vitesse  du  mobile  au  point  x,  y,  z;  mais  remarquons  que 
t»,  i'',  v"...,  étant  les  vitesses  des  masses  m,  m',  m",...  au  même  point 
dans  les  mouvements  partiels ,  on  a 

d.m  v2  =  2  (X  dx  +  Y  dy  4-  Z  dz), 
d.m'v'2  =  2  (X'dx  +  Y'(ty-h  Z'dz), 
d.m"v"2=  2  (X"dx  +  Y"dy  -+-  Z"dz),.... 


PURES  ET  APPLIQUEES.  n 

On  a  donc  aussi . 

d.MV2  =  d.mv2  -+-  d.m'v'2  -t-  d.m'v"2  -+-...=  Id.mv2  =  d.Z.mv2, 


d'où,  intégrant, 
ou  simplement 


MV2  =  C  +  I.mv2, 
MV2  =  I.mv2, 


en  remarquant  que,  d'après  l'hypothèse,  cette  égalité  a  lieu  au  point 
de  départ. 

Cela  nous  montre  déjà  que,  dans  toutes  les  positions  comme  dans  la 
position  initiale,  la  force  vive  de  la  masse  M  dans  le  mouvement  que 
nous  considérons,  est  égale  à  la  somme  des  forces  vives  des  masses 
m,  m',  m",...  dans  les  mouvements  partiels. 

Il  est  maintenant  bien  facile  de  prouver  que  la  force  N  est  nulle, 
et  par  conséquent  que  le  mobile  M  parcourt  la  courbe  ACB  dans  le 
mouvement  composé.  En  effet,  cette  force  est  égale  et  contraire  à  la 
résultante  de  la  force  centrifuge  et  des  composantes  normales  des  forces 
F,  F',  F",...  ;  or  la  force  centrifuge  dirigée  en  sens  inverse  du  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  est,  en  appelant  p  ce  rayon  de  courbure. 

MV2 
P 
ou  ,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré, 
mv2         m'v"  m"v"'1 

1 1 h...; 

P  P  P 

d'ailleurs  les  composantes  normales  des  forces  F,  F',  F",...  sont  respec- 

,.                           .          ,    mv7      m'v"      m"i/'2  .  . 

tivement  égales  et  contraires  a  — ,  ,  ,...,  puisque  lésinasses 

m,  m',  m",...  décrivent  la  courbe  ACB  dans  les  mouvements  partiels; 
il  y  a  donc  équilibre  entre  la  force  centrifuge  et  les  composantes 
normales  des  forces  extérieures;  par  conséquent,  la  force  N  est  nulle. 
Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  le  point  complètement 
libre;  s'il  était  assujetti  à  rester  sur  une  surface,  le  théorème  serait 
encore  vrai,  car  ce  dernier  cas  se  ramène  au  cas  d'un  point  libre  par 
l'introduction  d'une  force  normale  à  la  surface. 

■■■*9aaoo®oooc"11  — 

i5.. 
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NOTE    SUR    UNE    PROPRIÉTÉ    DE    LA    LEMNISCATE, 
Par    M.    Ossiai*    BONNET, 

Ancien  Elève  de  l'École  Polytechnique. 


«  Soit  une  lemniscate  dont  le  centre  est  à  l'origine,  et  dont  l'axe  fait  un  angle  de 
»  45  degrés  avec  l'axe  des  x;  je  dis  que  le  temps  que  met  un  point  matériel  partant 
»  du  repos  et  soumis  à  l'action  d'une  force  constamment  dirigée  en  un  point  de  l'axe 
»  des  x  et  proportionnelle  à  la  distance,  pour  parcourir  un  arc  quelconque  de  cette 
»  lemniscate,  compté  à  partir  de  l'origine,  est  égal  au  temps  qu'il  mettrait  pour  par- 
»  courir  la  corde  de  cet  arc,  et  que,  de  plus,  la  lemniscate  est  la  seule  courbe  qui 
»  jouisse  de  cette  propriété  [*].    » 

Soient  O  le  point  de  départ  du  mobile,  A  le  centre  de  la  force,  et  M  la  position  du 
mobile  au  bout  du  temps  t.  Posons 

OA  =  a ,     OM  —  p  ,     MOA  =  9  ; 
le  temps  que  mettra  le  mobile  pour  parcourir  la  corde  OM  sera,  ainsi  qu'on  le  voit 

aisément, 

.    p  —  a  cos  9         w 

l,  =  arc  sm  ' —  H > 

a  cos  9  2 

et  le  temps  qu'il  mettra  pour  parcourir  l'arc  OM  , 

y/rfp2  +  p'dS7 


-/; 


y/  2a  p  cos  9  — p2 
Si  l'on  veut  que  t,  —  t,,  il  faudra  que 

p  —  a  cos  9  sjdp'-h  f-dW 


ou 


a  cos  9  y/aap  cos  e  _  p' 

cos9rfo -I- psin9rf9  ij-r~, — T77T 
E E =    VflpJ  +  p  dv*. 

cos  9  ▼  r  -t-  r      > 


d'où  2tang  Odp  =  pd9(i  —  tang29), 

d'où  sin  29  dp  =  p  cos  29  rf9  , 

d'où  p2  =  c2sin  2  9, 

ce  qui  est  bien  l'équation  d'une  lemniscate  dont  le  centre  est  à  l'origine  et  dont  l'axe  est 
la  droite  OB  inclinée  de  45  degrés  sur  OX. 


[•]  On  a  rappelé,  à  la  page  28  de  ce  volume,  une  propriété  de  la  lemniscate  connue  depuis  bien 
longtemps,  et  qui  ne  diffère  de  la  nôtre  qu'en  ce  que  le  point  matériel,  au  lieu  d'être  soumis  à  l'ac- 
tion d'une  force  centrale  proportionnelle  à  la  distance  ,  est  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur. 
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MÉMOIRE 

SUR    LES    SURFACES    ISOTHERMES    ORTHOGONALES; 
Par  M.  J.  BERTRAAD. 


Les  seuls  cas  particuliers  où  l'on  ait  déterminé  la  forme  des  surfaces 
isothermes  ont  présenté  jusqu'ici  une  circonstance  remarquable  :  je 
veux  parler  de  l'existence  de  deux  autres  systèmes  de  surfaces  coupant 
les  premières  à  angle  droit  et  orthogonales  entre  elles,  qui  peuvent 
également  être  considérées  comme  isothermes.  Il  m'a  semblé  utile 
d'examiner  si  ce  fait  peut  être  érigé  en  théorème  général.  La  discussion 
de  cette  question  fait  l'objet  principal  des  recherches  suivantes. 

Je  démontre  que  le  théorème  en  question  conduirait  à  des  résultats 
inadmissibles  et  qu'il  existe  certaines  conditions  sans  lesquelles  un  sys- 
tème de  surfaces  isothermes  ne  saurait  être  conjugué  à  deux  autres 
systèmes  de  surfaces  isothermes  orthogonales  entre  elles  et  aux  pre- 
mières. C'est  par  hasard  que  ces  conditions  se  sont  trouvées  remplies 
dans  les  cas  examinés  jusqu'ici. 

Les  surfaces  cylindriques,  que  je  considère  en  particulier,  satisfont 
toujours  aux  conditions  établies  pour  des  surfaces  quelconques.  Je 
démontre  en  effet  que  des  cylindres  isothermes  sont  toujours  coupés 
orthogonalement  par  d'autres  cylindres  également  isothermes.  Ce 
théorème  était  déjà  connu ,  il  avait  été  donné  par  M.  Lamé  comme  une 
conséquence  analytique  du  caractère  assigné  par  lui  à  un  système  de 
surfaces  isothermes. 

Je  me  suis  aussi  occupé  des  surfaces  isothermes  de  révolution;  les 
surfaces  orthogonales  conjuguées  sont,  dans  ce  cas,  des  plans  et  d'autres 
surfaces  de  révolution  dont  les  méridiens  coupent  à  angle  droit  les 
méridiens  des  premières.  J'ai  trouvé  qu'un  système  de  surfaces  iso- 
thermes de  révolution  étant  donné ,  leurs  trajectoires  orthogonales  de 
révolution  ne  peuvent  être  isothermes  que  dans  le  cas  particulier  où 
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leurs  méridiens  sont  les  bases  de  cylindres  isothermes.  Dans  ce  cas,  les 
méridiens  jouissent  d'une  propriété  remarquable.  Les  courbes  de  l'un 
des  systèmes  sont  coupées  par  leurs  diverses  trajectoires  orthogonales 
en  des  points  dont  les  distances  à  l'axe  de  révolution  sont  dans  un  rap- 
port constant. 

Je  commencerai  par  établir  directement  les  conditions  connues  pour 
qu'une  série  de  surfaces  puissent  être  isothermes.  Ces  conditions  sont, 
comme  M.  Lamé  l'a  montré,  une  conséquence  fort  simple  de  l'équa- 
tion de  Fourier,  et  nous  pourrions  les  prendre  pour  point  de  départ; 
mais  il  sera  utile  de  les  déduire  de  considérations  analogues  à  celles 
qui  serviront  dans  le  reste  du  Mémoire. 


Considérons  dans  un  corps  en  équilibre  de  température  la  série  des 
surfaces  isothermes:  prenons  sur  l'une  d'elles  un  élément  superficiel  w, 
et  par  les  différents  points  du  contour  de  cet  élément,  faisons  passer 
des  courbes  qui  coupent  à  angle  droit  les  surfaces  considérées.  Ces 
courbes  formeront  un  canal  dans  lequel  le  mouvement  de  la  chaleur 
s'effectuera  indépendamment  de  ce  qui  se  passe  dans  les  autres  par- 
ues du  solide,  car  le  flux  de  chaleur  à  travers  ses  parois  sera- 
comme  on  sait,  égal  à  zéro.  Il  faut  par  conséquent,  pour  l'équilibre, 
que  les  diverses  tranches  du  canal  soient  traversées  à  chaque  instant 
par  la  même  quantité  de  chaleur.  Soit  s  la  longueur  du  canal  comptée  à 
partir  de  la  surface  sur  laquelle  a  été  pris  l'élément  <a.  La  ligne  s  peut 
servir  à  caractériser  les  diverses  surfaces  isothermes,  car  ces  surfaces 
sont,  par  leur  nature,  déterminées  dès  que  l'on  connaît  un  de  leurs 
points.   Si  V  désigne  la  température  de  la  surface  qui  correspond  à 

d\ 
l'arc  s,  et  w'  l'élément  intercepté  sur  cette  surface  par  le  canal ,  w'  -j- 

sera  le  flux  à  travers  cet  élément.  Ce  flux  devant  être  constant,  on 
aura 

d'où 

(i)  dY  =  ^-, 
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el 


W  v  =  c  /y 


Reste  à  déterminer  &)'  en  fonction  de  s.  Il  semble  évident  que  la  loi  de 
variation  est  indépendante  de  la  forme  donnée  à  la  section  qui  sert  de 
base  au  canal  ;  c'est  ce  qui  résultera  d'ailleurs  de  la  manière  dont  nous 
allons  la  calculer. 

Quelque  petite  que  soit  la  surface  par  les  points  de  laquelle  on 
mène  les  trajectoires  orthogonales  ,  cette  surface  peut  être  décomposée 
en  un  nombre  infini  de  rectangles  infiniment  petits  par  rapport  à  elle- 
même.  Supposons  ces  rectangles  déterminés  par  les  intersections  des 
lignes  de  courbure  de  la  surface,  et  considérons  un  filet  normal  aux 
surfaces  isothermes,  et  ayant  pour  base  l'un  d'entre  eux,  cherchons 
l'accroissement  de  la  section  lorsqu'on  passe  d'une  surface  isotherme 
à  une  autre  infiniment  voisine.  Toutes  les  sections  seront,  comme  on 
sait,  des  rectangles  infiniment  petits.  Soient  a  et  ]3  les  côtés  de  l'un 
d'entre  eux,  R  et  /•  les  rayons  principaux  de  la  surface  sur  laquelle  il 
se  trouve,  et  enfin  ds  la  distance  à  la  surface  infiniment  voisine.  On 
aura  évidemment 


d'où 


et,  par  suite,  le  rectangle,  qui  était  a/3,  devient 

(a  H-  da)  (jS  +  r//3)  =  aj3  (.I4r|+^ 

il  augmente  donc  proportionnellement  à  la  somme  —  H — ,  somme  que 

nous  appellerons,  avec  M"e  Sophie  Germain,  courbure  de  la  surface  au 
point  considéré. 

Chacun  des  rectangles  augmentant  dans  le  rapport  trouvé  ci-dessus , 
il  en  sera  de  même  de  l'élément  w,  et  nous  pourrons  écrire 

(3)  du  —  uds  (^  +  ij , 


a  +  da  :  a  ; 

:  R  +  ds  :  r, 

§  -+-  dfi  :  /3  : 

:  r  -+-  ds  :  /•, 

,            ads 

*=Ç« 
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et ,  par  suite, 

i  w=C,e°  ; 

remettant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  il  vient 


(5)  v  =  £  f  ^ 


Cette  formule  permet  de  calculer  la  température  d'un  point  quelconque 
lorsqu'on  connaît  la  loi  de  variation  de  la  courbure  le  long  d'une  ligne 
perpendiculaire  aux  diverses  surfaces.  Elle  apprend,  par  conséquent, 
conformément  à  ce  qu'on  devait  prévoir,  que  des  surfaces  choisies  au 
hasard  ne  peuvent  pas  être  considérées  comme  isothermes,  car  en  pre- 
nant diverses  trajectoires  orthogonales  on  trouverait  des  valeurs  dif- 
férentes de  la  température  aux  différents  points  d'une  même  surface. 
Il  est  facile  de  déduire  de  la  formule  (5)  la  condition  nécessaire  pour 
que  des  surfaces  données  puissent  être  isothermes;  il  faut  que,  s  et  s* 
désignant  les  longueurs  des  deux  trajectoires  orthogonales  différentes, 
comptées  entre  les  deux  mêmes  surfaces ,  on  ait 

,<     -f*(^)     ,,    -S9'*(i+-p) 

v6)  /      dse  =    |     ds'e 

Jo  Jo 

Différentions  les  deux  membres  en  prenant  pour  variable  indépendante 
un  paramètre  quelconque /,  il  vient 

:  ,7>e    "  =  Tie 

Prenons  les  logarithmes 
*  'K-I>(W)=I£-f*(*-0)- 
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Si  nous  différenticms  une  seconde  fois,  il  vient 

d*s  d-s' 

.   .  dl2  ds   I  i  i  \ d'r  ds'   /  i  i  \ 

w  ~ds    ~   rf>  \  R   +   "rj   —   dZ   ~~  dl  \R'  +  PJ  ' 

et,  par  suite,  le  premier  membre,  c'est-à-dire 

d's 
.      .  dV         ds   (i  i\ 

ne  doit  dépendre  que  de  la  surface  que  l'on  considère,  c'est-à-dire 
qu'il  doit  être  une  certaine  fonction  du  paramètre  X.  Il  est  facile  de 
faire  coïncider  ce  résultat  avec  celui  de  M.  Lamé.  X  étant,  en  effet,  le 
paramètre  qui  distingue  les  surfaces  les  unes  des  autres,  on  peut  con- 
cevoir leur  équation  résolue  par  rapport  à  X.  Soit 

(n)  y  (x,  j,  z)  =  X 

cette  équation.  La  distance  ds  de  deux  surfaces  infiniment  voisines 
s'exprime  facilement  au  moyen  de  dl.  Supposons,  en  effet,  que  l'on 
prenne  sur  la  normale  à  l'une  des  surfaces  une  longueur  infiniment 
petite  ds;  six,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  par  lequel  cette 
normale  est  menée ,  les  coordonnées  de  l'extrémité  seront 

ds  —  ds  — 

dx  dy 

J     ' 


>/<£)' +&)'+{%'      v/(IR!Rïv 


ds  — 

dz 


vu)  +y  +b) 

et,  par  conséquent,  l'accroissement  de  X,  lorsque  l'on  passera  de  la 
surface  à  laquelle  appartient  le  point  x,  y,  z,  à  celle  qui  passe  par  l'ex- 
trémité de  notre  petite  normale  ds,  sera 


,         di  .        di  ,        j  A  //diy    fdiy     /dxy 


dx 
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d'où  l'on  tire 

(12)  ds  = 


v  y  +  y 


(S)2 

la  difîérentiation  donne 


d   fdh\2        d   fdï\*         d   /diy 


d-s  dl  \dx j         d\\dy)  d 

dV  = 


^)V(|)v(î)7 


Mais  on  a 


<l    i  d't.\2  d    j dl\2  dx ds  /d\\- d*\ 

=  2 


i_y  +y  +u)  J 


,n.\- 

Tt'H-)     ~dx\dxj     dsd\~~"\dx)    dx>  (diy       /diy       id\ 

\dx)   +  \dï)   +  \dz 
d   A/'A2  _  d_  /£V\2  dyds  _       /diydn  1 

di  \dp)   ~  Ty  \dPj  ~dS~d\~%  \lfy)  dp  ?d*y     Jdxy     Âm 

\dx)   +  \dy)    +  UJ 


d  (diy  _  d  /diy  dz_ds^_    /d\ydn  1 

d^.  \dz)     ~  Tfe  \"5z/    ds~  dl~  2  ^z  .)     rf?  7<A\2       Â/vT2       A^V' 

l^j  +  [&)  +  \Tz) 
et,  par  suite, 

(ps  /d\y  d*\     1  di\ 2  dn     /d\yd*\ 

dV  _   _    \dx)     dx'  +  \dj)    dp  +  ^Tfej     rf? 

(1  j) 


En   calculant  d'après  les   formules   connues   la  somme  4 
trouve  qu'elle  est  égale  à 

dn/dxy    dn/d\y    dn/diy  an     d>\     an 

dx'  \dx)   +  dy*  \dy)   +  dz\dz)  dxT  +  dP  +  Hï 


et  en  substituant  dans  l'expression  (10),  on  voit  que  les  surfaces  ne 
seront  isothermes  que  dans  le  cas  où  le  rapport 


d'\\      un 

~ds)  +  \dy~>)  '  \ 


m) 


dX\~ 
dx) 


•y + y 
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sera  une  fonction  du  seul  paramètre  A.  Réciproquement ,  si  cette  con- 
dition est  remplie,  la  formule  (4)  donnera  un  état  calorifique  qui ,  une 
fois  établi,  se  maintiendra  indéfiniment,  puisque  tous  les  éléments  des 
différents  canaux  gagneront  à  chaque  instant  autant  de  chaleur  qu'ils 
en  perdront. 

II. 

Un  système  de  surfaces  qui  s'enveloppent  les  unes  les  autres  étant 
donné,  elles  ont  toujours  deux  séries  de  surfaces  trajectoires  orthogo- 
nales qui  les  coupent  suivant  leurs  lignes  de  courbure;  dans  les  cas 
examinés  jusqu'ici  en  prenant  pour  surfaces  primitives  des  surlaces 
isothermes,  il  s'est  trouvé  que  les  surfaces  orthogonales  étaient  aussi 
isothermes;  il  est  important  de  savoir  si  ce  fait  peut  être  érigé  en  théo- 
rème général.  Pour  nous  assurer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  em- 
ploierons la  méthode  si  connue  de  démonstration  par  l'absurde,  qui 
consistera  ici  à  admettre  d'abord  le  théorème,  pour  en  déduire  des 
conséquences  dont  quelques-unes  ne  seront  pas  exactes. 

Considérons  trois  séries  de  surfaces  isothermes  orthogonales,  et  soit 
ABCD  un  rectangle  curviligne  de  dimensions  finies,  formé  sur  l'une 
d'elles  par  quatre  lignes  de  courbure,  jig.  1;  menons  quatre  lignes  de 


Fig.  i. 


courbure  respectivement  très-voisines  des  quatre  premières,  de  ma- 
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niere  à  former  aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D,  quatre  rectangles  infini- 
ment petits,  dont  je  désignerai  les  côtés  par  (at  b,),  (a2b2),  (a3b3),  (aAbÀ); 
soient  ?,,  i2,  i3,  it  les  distances  comptées  sur  les  normales  aux  points 
A,  B,  C,  U,  entre  la  surface  considérée  et  la  surface  infiniment  voisine. 
Puisque,  par  hypothèse,  les  surfaces  normales  à  ABCD,  et  dont 
l'une  a  AD  pour  trace ,  sont  des  surfaces  isothermes ,  on  peut  concevoir 
sur  chacune  de  ces  surfaces  une  température  telle  qu'il  y  ail  équilibre 
calorifique,  et  telle,  par  conséquent,  qu'en  considérant  le  filet  com- 
pris entre  la  surface  ABCD,  la  surface  voisine  appartenant  au  même 
système  et  les  deux  surfaces  orthogonales  à  celle-là  passant  par  BA  et 
B'A',  les  sections  faites  sur  ce  filet  par  les  deux  surfaces  AD  et  CB  soient 
traversées  par  les  mêmes  quantités  de  chaleur.  Si  donc  dV ,  désigne  la 
différence  de  température  entre  les  points  de  la  surface  AD  et  ceux  de 
ia  surface  A'D',  et  d\2  la  différence  analogue  pour  les  surfaces  BC  et 
B'C,  on  aura,  d'après  l'expression  connue  du  flux  , 

(a)  =  — — -, 

a,  a~ 

,,  b3isdV,  _  bJsdVt 

On  aura,  par  des  considérations  analogues,  en  remarquant  que  les 
surfaces  AB,  CD  sont,  par  hypothèse,  isothermes,  et  désignant  par  dY\  . 
dV2  les  accroissements  de  température  qui  auraient  lieu  dans  l'état 
d'équilibre,  si  l'on  passait  de  la  surface  AB  à  la  surface  A'B'  et  de  Ja 
surface  CD'  à  la  surface  CD, 

(c 

Ces  quatre  équations  étant  multipliées  membre  à  membre,  donnent 
i\  i\  =   i\  il, 
W)  ><  '■  h  '■'■  i*  :  h- 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Dans  un  système  de  surfaces  isothermes  orthogonales ,  si  sur  l'une 
quelconque  des  surfaces  on  considère  un  rectangle  de  dimensions  finies . 
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formé  par  quatre  lignes  de  courbure,  les  distances  des  quatre  sommets 
de  ce  rectangle  à  la  surface  infiniment  voisine  de  celle  qui  le  renferme , 
)  or  nieront  une  proportion. 

D'après  cela,  si  l'on  admettait  qu'une  série  de  surfaces  isothermes 
eût  toujours  des  trajectoires  orthogonales  isothermes  ,  il  en  résulterait 
que  l'une  des  surfaces  isothermes  d'un  corps  étant  connue,  ainsi  que 
les  distances  à  la  surface  infiniment  voisine  le  long  de  deux  lignes  de 
courbure  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  on  pourrait  déterminer  la 
valeur  de  cette  distance  pour  un  point  quelconque  pris  sur  la  surface; 
il  suffirait,  en  effet,  de  faire  passer  deux  lignes  de  courbure  par  le  point 
considéré,  et  la  distance  cherebée  serait  une  quatrième  proportionnelle 
a  celles  qui  correspondent  aux  trois  autres  sommets  du  rectangle  formé 
par  ces  lignes  et  par  les  deux  premières.  Mais  cette  conséquence  est 
inadmissible;  on  sait,  en  effet,  qu'il  est  toujours  possible  de  se  donner- 
deux  surfaces  isothermes  consécutives  arbitrairement,  et  que  la  loi  des 
températures  dans  le  reste  du  corps  est  alors  déterminée. 

Le  théorème  exprimé  par  l'équation  (f  )  est  relatif  à  deux  surfaces 
isothermes  infiniment  voisines,  mais  on  peut  en  déduire  un  autre,  qui 
donne  une  propriété  commune  à  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  entrer 
dans  un  système  de  surfaces  orthogonales  triplement  isotherme.  Consi- 
dérons sur  l'une  des  surfaces  deux  lignes  de  courbure  orthogonales  AE, 
AC,  fig.i,  et  deux  lignes  voisines  A'  B',  A'C;  on  peut  évidemment  con- 


Fig.  ?.. 
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struire  des  lignes  de  courbure  infiniment  rapprochées  de  telle  manière 
que  les  rectangles  compris  entre  deux  lignes  consécutives  et  les  courbes 
AB,  A'B'  soient  tous  semblables  entre  eux.  On  pourra  également  con- 
cevoir des  lignes  de  courbure  perpendiculaires  à  AC  qui  divisent  la 
bande  infiniment  étroite  comprise  entre  AC  et  A'C  en  rectangles  sem- 
blables entre  eux  et  semblables  aussi  aux  précédents.  Les  différentes 
lignes  qui  déterminent  ces  rectangles  étant  prolongées,  décomposent  la 
surface  considérée  en  éléments  infiniment  petits ,  et  je  dis  que  ces  élé- 
ments seront  tous  des  rectangles  semblables  entre  eux. 

Considérons,  par  exemple,  le  rectangle  DD';  si  tous  ceux  qui  sont 
compris  entre  AB,  A'B',  AC,  A'C,  sont  semblables  entre  eux,  il  sera 
semblable  à  chacun  d'eux. 

Désignons  par  (a,,  £,),  (a2,  b2),  (a3,  b3),  (ak,  bt)  les  côtés  des  quatre 
rectangles  i  AA'),  (BB'),  (DD'),  (CC),  et  soient  it,  i2,  i3,  iÀ  les  distances 
des  surfaces  infiniment  voisines  comptées  aux  points  A,  B,  C,  D;  l'équi- 
libre du  canal  AC,  A'C,  dans  le  corps  qui  aurait  ses  surfaces  isothermes 
perpendiculaires  à  ABCD  et  passant  par  AB,  A'B',  exige  que  l'on  ait 

(g) 

on  aura  de  même 

(A) 

Si  donc 


b,       ~        bt 
a,i,dV,  a,i3dV, 


h 


on  tire  de  là ,  en  ayant  égard  à  la  proportion 

',  '.  i-2  :  :  ù  :  U , 
(/)  li  =  îi. 

b,  b, 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Toute  surface  susceptible  défaire  partie  d'un  système  de  surfaces 
orthogonales  isothermes  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  être  découpée 
par  ses  lignes  de  courbure  en  rectangles  semblables  entre  eux.  Le 
rapport  des  côtés  de  ces  rectangles  peut  être  choisi  arbitrairement,  et 
Von  peut  faire  en  sorte,  par  exemple,  qu'ils  soient  tous  des  carrés. 
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L'ellipsoïde  pouvant  toujours  entrer  dans  un  système  de  surfaces 
isothermes  orthogonales,  jouit  de  la  propriété  précédente,  et  peut  être 
divisé  en  carrés  par  ses  lignes  de  courbure. 


HT. 


Lorsque  les  surfaces  isothermes  d'un  corps  sont  cylindriques,  les 
surfaces  orthogonales  conjuguées  sont  d'autres  cylindres  et  des  plans 
perpendiculaires  aux  génératrices;  pour  que  deux  séries  de  cylindres  or- 
thogonaux soient  toutes  deux  isothermes,  il  faut,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  que  les  traces  de  ces  cylindres  sur  les  plans  perpendi- 
culaires à  leurs  génératrices ,  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  bases  de 
ces  cylindres  forment  des  rectangles  semblables  entre  eux ,  pourvu . 
bien  entendu,  que  ces  bases  soient  convenablement  espacées. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  condition  sera  toujours  remplie  et 
qu'elle  est  même  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  premiers  cylindres 
soient  isothermes. 

Si  nous  considérons,  en  effet,  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un 
plan,  soient  A,  A',  A"  une  série  de  lignes  isothermes,  Jig.  3,  B,  B',  B" 


F,g.  3. 
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leurs  trajectoires  orthogonales;  considérons  le  mouvement  delà  chaleur 
dans  le  filet  compris  entre  B  et  B'.  A  et  A4  étant  deux  lignes  isothermes 
quelconques,  si  &)  est  la  portion  de  A  interceptée  dans  le  filet  BB'.  et  w4 
la  portion  correspondante  de  A4,  en  désignant  par  dY  {  l'accroissement 
de  température  lorsque  l'on  passe  de  A  à  la  courbe  voisine,  et  par  cl\ , 
l'accroissement  correspondant  pour  la  ligne  A^;  et  enfin,  en  nommant 
/,  et  iA  les  portions  de  la  ligne  B  comprises  entre  les  mêmes  courbes , 
on  aura 

a  =  — ,     d  ou     -  =  —  .  :  a\.  :  rfV; 

si  w',  u'4,  i\,  i"4  sont  les  quantités  analogues  à  &>,  «a,  /,,  /<,  pour  un 
autre  filet  quelconque  orthogonal  aux  lignes  A,,  A2,...,  on  aura 

:,  V:T::  dY>  :  dX- 

(loue 


I 
Si .  par  conséquent, 


''ri-  sera  égal  à  chacun  de  ces  trois  rapports.  Il  en  résulte  que  si  l'on 

choisit  les  lignes  A,  A',...,  et  les  trajectoires  B,  B',...  de  manière  que 
les  rectangles  compris  entre  A,  A',...  et  ceux  compris  entre  B,  B',... 
soient  semblables  entre  eux,  ce  qui  évidemment  est  toujours  possible, 
il  arrivera  que  tous  les  autres  rectangles  seront  semblables  à  ceux-là, 
et  par  conséquent  semblables  les  uns  aux  autres. 

Béciproquement,  si  l'on  a  sur  un  plan  une  série  de  lignes  se  coupant 
toutes  à  angle  droit,  si  tous  les  rectangles  formés  par  leurs  intersec- 
tions sont  semblables  entre  eux  ,  un  quelconque  des  systèmes  peut  être 
considéré  comme  composé  de  lignes  isothermes. 

Soient,  en  effet,  les  lignes  À,  A',...,  A*,  B,  B',...,  B„Jig.  3;  si  nous 
supposons  isothermes  les  lignes  A,  A',...,  A4,  la  température  en  un 
point  de  chacune  d'elles  pourra  être  déterminée  par  la  considéra  tien 
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<lu  mouvement  de  la  chaleur  clans  un  canal  compris  entre  deux  courbes 
voisines  B,  B'.  La  condition  pour  que  les  lignes  A,  A',...  puissent  être 
isothermes  est,  comme  nous  l'avons  expliqué  plus  haut,  que  ces  cal- 
culs, faits  successivement  pour  les  différents  filets,  conduisent  aux 
mêmes  résultats.  C'est  précisément  ce  qui  arrivera  ici,  car  la  condition 
qui  donne,  dans  un  filet,  l'accroissement  de  température  quand  on 
passe  d'une  courbe  à  la  suivante ,  est 

wc/V    „ 

i 
Si  donc  "  est  constant  pour  tous  les  filets,  on  pourra  déterminer,  pour 

chacun  d'eux,  la  constante  arbitraire  C  de  manière  à  rendre  aussi  dX 
constant,  et  indépendant  du  filet  considéré. 

Nous  retombons  ainsi  sur  ce  théorème,  déjà  démontré  par  M.  Lamé  : 

A  un  système  de  courbes  planes  isothermes ,  ou,  si  Von  veut,  de 
cylindres  isothermes ,  correspondent  toujours  des  trajectoires  orthogo- 
nales isothermes. 

Si  les  surfaces  isothermes  sont  de  révolution,  les  surfaces  ortho- 
gonales conjuguées  doivent  les  couper  suivant  les  méridiens  et  des  pa- 
rallèles; ce  sont,  par  conséquent,  des  plans  passant  par  l'axe  de  ré- 
volution et  d'autres  surfaces  de  révolution  dont  les  méridiens  coupent 
à  angle  droit  ceux  des  premières.  Si  nous  admettons  que  ces  trois 
séries  de  surfaces  soient  à  la  fois  isothermes,  il  faudra,  d'après  notre 
théorème,  que  deux  quelconques  d'entre  elles  puissent  tracer  sur  la 
troisième  des  rectangles  semblables  entre  eux.  Par  conséquent,  les 
méridiens  des  surfaces  de  révolution  doivent  former ,  si  on  les  dispose 
convenablement,  des  rectangles  semblables  entre  eux;  ce  sont  donc 
les  bases  de  cylindres  isothermes. 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Des  surjaces  isothermes  de  révolution  ne  peuvent  avoir  pour  trajec- 
toires orthogonales  conjuguées  d'autres  surjaces  isothermes  que  dans 
le  cas  où  leurs  méridiens  jorment  un  système  de  lignes  isothermes. 

Lorsque  cette  condition  sera  remplie,  il  faudra,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (f)  du  §  II,  qu'en  considérant  un  rectangle  de  dimensions  finies 
formé  par  quatre  méridiens,  les  distances  des  quatre  sommets  de  ce 
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rectangle  au  plan  méridien  infiniment  voisin  forment  les  quatre  termes 
d'une  proportion.  Mais  ces  distances  sont  proportionnelles  aux  rayons 
des  parallèles  correspondants  aux  quatre  points. 
Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Deux  systèmes  de  lignes  isothermes  orthogonales  étant  donnés,  pour 
que  leur  rotation  autour  d'un  axe  engendre  des  surfaces  de  révolution 
isothermes,  il  faut  que  les  distances  à  l'axe  des  quatre  sommets  d'un 
rectangle  formé  par  les  lignes  données  soient  les  quatre  termes  d'une 
proportion. 

On  peut  vérifier  que  cette  condition  est  remplie  par  un  système  de 
sections  coniques  homofocales;  les  lignes  sont,  comme  on  sait,  iso- 
thermes, et  leur  révolution  autour  de  leurs  axes  engendre  des  surfaces 
isothermes;  si  donc  on  prend  un  rectangle  formé  par  deux  hyperholes 
et  deux  ellipses,  les  ordonnées  de  ses  quatre  sommets  doivent  former 
une  proportion.  C'est  précisément  ce  qui  résulte  d'un  théorème  de 
M.  Chasles,  d'après  lequel  une  même  hyperbole  coupe  toutes  les 
ellipses  en  des  points  correspondants  dont  les  ordonnées  sont  dans  un 
rapport  constant  avec  les  axes  des  ellipses  sur  lesquelles  ils  se  trouvent. 

IV. 

J'indiquerai  le  moyen  de  déduire  des  propositions  précédentes  quel- 
ques théorèmes  de  géométrie  pure  relatifs  à  l'ellipsoïde. 

Si  l'on  considère  un  système  de  surfaces  isothermes,  nous  avons 
vu ,  §  Ier,  que  la  fonction 

d>s 
,    -  dï7  ds    (  i  i\ 

d\ 

dans  laquelle  s,  X,  R,  r  conservent  la  signification  indiquée  dans  ce  pa- 
ragraphe ,  doit  avoir  la  même  valeur  pour  tous  les  points  d'une  même 
surface.  \  désigne  un  paramètre  quelconque  dont  la  valeur  puisse  ca- 
ractériser les  diverses  surfaces  isothermes ,  et  nous  pouvons  évidemment 
le  choisir  de  manière  à  rendre  carrés  tous  les  rectangles  compris  entre 
deux  courbes  trajectoires  orthogonales  aux  diverses  surfaces  isothermes 
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menées  par  deux  points  infiniment  voisins/??.,  ?«',  fig.  4,  d'une  même  ligne 

y,    4    7»    ?; 


/ïff.  4- 


de  courbure,  et  les  surfaces  qui  correspondent  à  des  accroissements 
égaux  de  X.  Cela  étant,  si  par  deux  autres  poin  ts  voisins  m, ,  m'i ,  on  mène 
des  trajectoires  orthogonales  aux  surfaces  isothermes,  et  que  la  distance 
de  ces  points  soit  tellement  choisie  que  le  rectangle  m,  m\n,rii  soit  carré, 
il  résulte  des  propositions  démontrées  plus  haut,  que,  dans  le  cas  du 
système  triplement  isotherme,  tous  les  rectangles  nf,  pf,  n\,  p\,  etc.,  se 
trouveront  aussi  des  carrés. 

Par  conséquent,  les  quantités  ds,  d2s  qui  entrent  dans  la  formule  (a), 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  côtés  ?/?,???',,  n,ril,  pKp\.  On  a  évi- 
demment 

ds  =  /?/,  ???.', , 
ds  -r-  d2s  =  nK  n\  . 

Mais  en  remarquant  que  les  tangentes  aux  courbes  mtn{,  mlril  vont 
se  rencontrer  à  celui  des  centres  de  courbure  de  la  surface  qui  corres- 
pond à  la  ligne  de  courbure  AB,  on  a 


«,«',              K-\-ds 

mim\                  R 

d'où 

(0           . 

«!«',  —  m,  m\          d's 

t/s 

mtm',            ~    ds  ~ 

R 

et  par  conséquent 

d's          ds 

(?) 

dX2  __  dï 

~dl  ~  "r  ' 

di 

»7- 
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ce  qui,  substitué  dans  l'expression  (a),  la  réduit  à 

dX  r 

par  suite,  cette  expression  doit  être  constante  pour  tous  les  points  de 
la  ligne  AB. 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Dans  un  système  de  surfaces  isothermes  orthogonales  sur  une  même 
surface  et  sur  une  même  ligne  de  courbure,  la  distance  de  deux  sur- 
faces infiniment  voisines  varie  proportionnellement  au  rayon  de  cour- 
bure correspondant  aux  lignes  de  courbure  de  Vautre  système. 

On  sait  d'ailleurs  que  la  distance  de  deux  surfaces  est  réciproque- 
ment proportionnelle  au  flux  de  chaleur.  Par  conséquent, 

Le  flux  de  chaleur  varie,  sur  une  même  ligne  de  courbure,  en  raison 
inverse  du  rayon  de  courbure  correspondant  à  la  ligne  de  l'autre 
système. 

Si  l'on  rapproche  ce  théorème  de  l'un  de  ceux  qui  ont  été  indiqués 
plus  haut,  savoir,  que  les  flux  de  chaleur  aux  quatre  sommets  d'un 
rectangle  formé  par  quatres  lignes  de  courbure  sont  en  proportion,  on 
aura  le  théorème  suivant  : 

Si  sur  une  surface  du  second  ordre  on  considère  un  rectangle  formé 
par  quatre  lignes  de  courbure,  quatre  des  rayons  de  courbure  de  la 
surface,  correspondants  aux  sommets  de  ce  rectangle,  forment  une 
proportion.  Les  quatre  autres  rayons  de  courbure  forment  de  même 
une  proportion,  et ,  par  suite,  le  produit  de  quatre  d'entre  eux  pris  dans 
un  certain  ordre  est  égal  au  produit  des  quatre  autres. 

Ce  dernier  théorème  présente  quelque  analogie  avec  des  propositions 
récemment  démontrées  dans  le  Journal  de  M.  Crelle[*]. 

[*]  Voyez  un  Mémoire  de  M.  Joachimstahl,  Journal  de  M.  Crelle,  t.  XXVI,  p.  i55- 
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MÉMOIRE 

SUR   LA    THÉORIE   DES    SURFACES, 

Par  M.  J.  BERTRAND. 


Les  théorèmes  généraux  d'Euler  et  de  Monge  sur  la  théorie  des  sur- 
iaces  me  paraissent  les  plus  helles  propositions  connues  de  la  géomé- 
trie, parce  qu'elles  en  sont  les  plus  générales.  Ces  lois  si  simples  et  si 
élégantes  de  la  courbure  des  surfaces ,  démontrées  indépendamment 
de  la  définition  particulière  de  la  surface  dont  on  s'occupe ,  sont  en 
même  temps  éminemment  propres  à  faire  comprendre  le  véritable  es- 
prit de  la  méthode  si  féconde  des  infiniment  petits  et  de  la  loi  de  con- 
tinuité transportée  de  l'analyse  à  la  géométrie;  mais,  pour  mettre 
bien  nettement  en  évidence  la  nature  de  ces  beaux  théorèmes,  je  crois 
utile  de  les  présenter  d'une  manière  un  peu  différente  de  celle  que  l'on 
adopte  ordinairement. 

Tous  deux  expriment  une  propriété  générale  des  normales  à  une 
même  surface  et  pourraient  s'énoncer  sans  que  l'on  fit  intervenir  la 
surface  elle-même  ou  ses  sections  par  différents  plans;  mais,  bien  dif- 
férentes en  cela  l'une  de  l'autre,  la  première  proposition,  celle  d'Euler, 
qui  apprend  que  deux  sections  normales  perpendiculaires  l'une  à  l'autre 
ont  la  somme  de  leurs  courbures  constante,  est  une  véritable  identité; 
elle  résulte  uniquement  de  la  loi  de  continuité,  et  ne  peut  servir  en 
rien  à  caractériser  les  normales  à  une  même  surface;  si,  comme  cela 
est  très-facile,  on  fait  disparaître  de  son  énoncé  les  mots  de  surface  et 
de  sections  planes,,  on  obtient  un  théorème  qui  s'applique  à  des  droites 
situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  pourvu  que  leurs 
directions  soient  exprimées  par  des  fonctions  continues. 

Le  théorème  de  Monge,  au  contraire,  l'existence  de  deux  directions 
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perpendiculaires  suivant  lesquelles  deux  normales  se  rencontrent,  est 
essentiellement  particulier  à  des  droites  normales  à  une  même  surface, 
et  il  n'existe  pas  de  proposition  correspondante  pour  des  lignes  droites 
distribuées  au  hasard  dans  l'espace. 

Ce  beau  théorème  de  Monge  suffit,  comme  je  le  fais  voir,  pour 
caractériser  complètement  les  surfaces ,  dont  il  est  ainsi  la  propriété 
la  plus  générale;  mais  on  peut  lui-même  le  généraliser  et  le  rendre 
plus  propre  aux  applications.  J'ai  été,  en  effet,  conduit  au  théo- 
rème suivant,  dont  celui  de  Monge  n'est  évidemment  qu'un  cas  par- 
tien  lier  : 

Si  en  un  point  quelconque  A,  pris  sur  une  surface,  on  mène  une  nor- 
male AZ,  puis  que,  par  le  point  A,  on  fasse  passer  sur  la  suijace  deux 
lignes  perpendiculaires  sur  lesquelles  on  prenne  des  longueurs  infini- 
ment petites  égales  AB,  AC,  la  normale  au  point  B  fera  avec  le  plan 
ZAB  un  angle  égal  à  celui  que  la  normale  au  point  C  forme  avec  le 
plan  ZAC  ;  j'ajouterai  que  les  deux  normales  seront  toutes  deux  dans 
l'intérieur  de  l'angle  dièdre  BAC,  ou  toutes  deux  en  dehors  de  cet 
angle. 

Je  donne  aussi,  dans  ce  Mémoire,  une  proposition  qui  peut  être 
considérée  comme  le  complément  de  celles  d'Euler,  et  qui,  jointe  avec 
elles,  caractérise  de  la  manière  la  plus  complète  la  loi  de  variation  des 
normales  à  une  surface  autour  d'un  même  point. 

Euler  a  fait  connaître,  en  effet,  la  loi  de  variation  de  la  courbure 
des  sections  normales,  c'est-à-dire,  en  adoptant  les  lettres  employées 
dans  l'énoncé  du  théorème  précédent,  la  manière  dont  la  projection 
de  la  normale  au  point  B  sur  le  plan  Z\B  s'incline  sur  la  normale  pri- 
mitive ZA.  Mais,  pour  connaître  en  chaque  point  la  position  de  cette 
normale,  il  ne  suffit  pas  de  pouvoir  déterminer  sa  projection  sur  un 
plan  connu,  il  faut  encore  connaître  l'angle  qu'elle  forme  avec  cette 
projection.  Cet  angle  est  soumis  à  une  loi  de  variation  très-simple  ex- 
primée par  le  théorème  suivant  : 

Si  AZ  est  la  normale  à  une  surface  en  un  point  quelconque  A,  que 
AP,  AQ  désignent  les  directions  des  deux  ligues  de  courbure  en  ce 
point,  si  dans  une  direction  AB  on  prend  sur  la  surface  une  longueur 
infiniment  petite  AB,  la  normale  au  point  B,  ainsi  obtenu,  fera ,  avec 
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le  planZAB,  un  angle  exprimé  par  la  formule  suivante  : 

AB 


—  - l  sm  2«, 

R  et  r  désignant  les  deux  rayons  de  courbure  correspondants  aux 
lignes  AP,  AQ,  et  a  l'angle  RAQ. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  que  nous  avons  énoncés  est  une 
conséquence  immédiate  du  second. 

Ces  nouvelles  propriétés  des  surfaces  expriment  sous  une  forme 
assez  commode  la  condition  nécessaire  pour  que  des  droites  soient 
normales  à  une  série  de  surfaces;  il  suffit,  comme  je  le  fais  voir,  que 
la  propriété  exprimée  par  le  premier  de  mes  nouveaux  théorèmes 
soit  vérifiée  pour  deux  directions  perpendiculaires  prises  à  partir  de 
chaque  point  de  l'espace  :  cela  étant ,  elle  sera  nécessairement  vraie 
pour  toutes  les  autres  directions. 

Cette  définition  simple  des  normales  à  une  même  surface  m'a  permis 
de  démontrer  géométriquement  deux  heaux  théorèmes  de  M.  Dupin. 
et  de  retrouver  des  résultats  auquels  M.  Sturm  était  parvenu  par 
l'analyse. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  de  M.  Dupin  est  relatif  aux  surfaces 
orthogonales;  il  consiste  en  ce  que  trois  séries  de  surfaces  orthogonales 
se  coupent  toujours  suivant  leurs  lignes  de  courbure.  J'en  donne 
une  démonstration  plus  simple  que  celles  qui  avaient  été  proposées 
jusqu'ici. 

La  seconde  application  des  résultats  obtenus  dans  ce  Mémoire  est 
relative  à  l'optique. 

Malus  a  démontré  que  des  rayons  de  lumière  partis  d'un  même 
point  et  réfléchis  par  une  surface  quelconque  restent,  après  leur  ré- 
flexion, normaux  à  une  même  série  de  surfaces.  Cette  proposition  de 
Malus  a  été  généralisée  par  M.  Charles  Dupin,  elle  s'applique  non-seu- 
lement à  des  rayons  partis  d'un  même  point,  mais  à  des  rayons  dirigés 
d'une  manière  quelconque;  pourvu  qu'ils  soient  normaux  à  une  même 
surface,  ils  conservent  cette  propriété  après  avoir  été  réfléchis  ou  ré- 
fractés d'une  manière  quelconque,  et  quelle  que  soit  la  surface  de 
séparation  des  deux   milieux.   Je  donne  une  démonstration  géomé- 
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trique  de  tous  ces  théorèmes,  et  j'indique  même  la  loi  la  plus  générale 

de  réfraction  qui  puisse  les  laisser  subsister. 

M.  Sturm ,  qui  s'est  occupé  des  mêmes  questions,  a  donné  des  for- 
mules générales  qui  permettent  de  calculer  les  rayons  de  courbure  et 
la  position  des  sections  principales  de  la  surface  normale  aux  rayons 
réfractés,  pourvu  que  l'on  connaisse  les  éléments  analogues,  tant  pour 
la  surface  normale  aux  rayons  incidents  que  pour  la  surface  de  sépara- 
tion des  milieux.  Je  suis  parvenu  géométriquement  à  des  formules  ana- 
logues à  celles  de  M.  Sturm,  et  qui  pourront  remplir  le  même  but. 


1.  Soient  A  un  point  pris  sur  une  surface,  et  AZ  la  direction  de  la 
normale  en  ce  point.  Prenons  pour  axe  des  z  cette  droite  AZ,  et  pour 
axes  des  x  et  des  y,  des  perpendiculaires  choisies  au  hasard  dans  le 
plan  tangent;  l'équation  de  la  surface  étant 

z  =  f{x,j), 

les  angles  que  fait  la  normale  avec  les  trois  axes  auront  des  cosinus 
respectivement  proportionnels  aux  quantités 

dz  dz 

dx  =  P'        ^=?>       et       '' 

et  on  peut  les  représenter  par 

~kp,     X7,     1. 

Si,  sur  les  axes  des  X  et  des  Y,  on  prend  à  partir  du  point  A  deux  lon- 
gueurs infiniment  petites  égales  AB,  AC,  les  points  B  et  C  ainsi  ob- 
tenus pourront  être  considérés  comme  étant  sur  la  surface,  et  il  est 
facile  de  calculer  les  cosinus  des  angles  que  les  normales  en  ces  deux 
points  forment  avec  les  axes. 

Les  angles  relatifs  à  la  normale  au  point  B  auront  pour  cosinus 

^.AB,     ^Î.AB,     i, 

dx  dx 
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et  ceux  que  forme  la  normale  au  point  C, 

dy  dy 

En  remarquant  que  p  et  q  sont  nuls  pour  les  points  considérés,  ces 
cosinus  deviennent  :  Pour  le  point  B, 


pour  le  point  C, 


X^.AB,     xg.AB,      i; 

dx  dx 


X^.AC,     ).^.AB,      i. 

dy  dy 


Mais  on  a,  comme  on  sait. 


dp  dq 

dy  dx 


Si  donc  ABest,  conformément  a  notre  hypothèse,  égal  à  AC.  l'angle 
que  la  normale  en  B  fera  avec  l'axe  des  y  sera  le  même  que  celui  de 
la  normale  en  C  avec  l'axe  des  x  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  la 
normale  en  B  est  inclinée  sur  le  plan  ZAB  de  la  même  quantité  que  la 
normale  en  C  sur  le  plan  ZAC. 

2.   Les  cosinus  >.  ~  .  AC  ,  ).  4~-  AB  étant  égaux  et  de  même  signe. 
dy  dx  ° 

il  en  résulte  que  les  deux  normales  sont  toutes  deux  dans  l'angle 
dièdre  BAC,  ou  toutes  deux  en  dehors  de  cet  angle;  c'est-à-dire  que 
si  l'une  des  deux  est  à  gauche  de  la  section  normale  qui  passe  par  son 
point  de  départ,  l'autre  sera  à  droite,  et  réciproquement;  d'où  l'on 
conclut,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  qu'il  doit  nécessairement 
exister  une  direction  intermédiaire  à  AB  et  AC,  telle  que  la  normale 
correspondante  soit  dans  le  plan  normal  mené  suivant  cette  direction. 
Si  c'est  la  direction  AD  qui  jouit  de  cette  propriété,  notre  théorème 
fait  voir  qu'il  en  sera  de  même  de  la  direction  perpendiculaire  AD',  et 
par  suite ,  qu'il  existe  en  chaque  point  d'une  surface  deux  lignes  per- 
pendiculaires l'une  à  l'autre,  et  telles  que  les  normales  infiniment  voi- 
sines du  point  considéré  et  menées  dans  la  direction  de  ces  deux  lignes 
rencontrent  la  normale  primitive. 

Tome  IX  — Ayril  i3jÎ  '* 
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5.  Les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  point  B  forme  avec 
l'axe  des  X  et  la  normale  au  point  C  forme  avec  l'axe  des  Y,  peuvent 
être  considérés,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre,  comme 
égaux  aux  angles  que  les  projections  de  ces  normales  sur  les  plans 
ZAB,  ZAC,  forment  avec  l'axe  des  Z;  c'est-à-dire  que  ces  cosinus, 
divisés  respectivement  par  les  longueurs  infiniment  petites  AB,  AC, 
peuvent  être  considérés  comme  représentant  les  courbures  des  sec- 
tions normales  ZAB,  ZAC. 

On  a  donc,  en  nommant  ces  courbures  = ,   -, 

R      r 

i     d  .\p  i    d.\p 

R  dx  r  dy 

« .  Supposons  maintenant  que,  sans  changer  l'axe  des  Z,  on  prenne 
pour  axes  des  X  et  des  Y  deux  nouvelles  lignes  AX',  AY'  perpendiculaires 
l'une  à  l'autre  et  situées  dans  le  plan  tangent.  Si  a  désigne  l'angle  des 
axes  XX'.  on  aura  les  formules  de  transformation  suivantes  : 

x  =  y'  sin  a  -+-  x'  cos  a ,         x'  —  x  cos  a  —  y  sin  a , 
y  =  y'  cos  a  —  x'  sin  a ,         y'  —  y  cos  a  +  x  sin  a  ; 

et  par  suite ,  en  nommant  //,  <]',  X'  les  quantités  que  nous  appelions 
p,  (/,  X  dans  l'ancien  système  d'axes. 

p  cos  a  —  i[  sin  a, 

-  =  p  sin  a  +  q  cos  a , 
:  {p>*  +  q>*  +   ,)-«   =  (y  +  q*  _,_  ,)-<   =  x2. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  a,  en  nommant  R',  rJ  les  rayons  de  courbure 
des  sections  normales  menées  suivant  les  axes  des  x'  et  des  y\ 

i  d.Vp'  d.\p  .         d.Xt/ 

D—  =  -j-f-  =  cos  a  -j-f  —  sin  a  -=-/ 
n  fix  dx  dx 


P' 

dz          dz 
dx'          dx 

dz           dz 

dx          dz    dy 
dx'          dy   dx' 

dx          dz    dy 

dy'          dx 

dy'          dy  dy' 

ld.\p     dx  d.\p    dy  \  /d.\q    dx  d.Xfj    dy 


dy  \  (d.\q    dx  d.y 

dx     dx'    '       dy     dx'  J  \  dx     dx'  dy     dx'  I 

..  x  )  —  sin  a    —r1-  cos  a sin  a    ; 

dy  j  \   dx  r  j 


d.\p 

=  cos  a    -  cos  a -^-  sin  a 
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on  trouvera  de  même 


d.\'q'  .  d.Xp  d.'kq 

,  .    =  sin  a  — r-Ç  -f-  cos  «  -~- 

dy  dy  dy 


d.\p  \  Id.'hq    . 

—--  cos  a    -+-  cos  a    -—*■  sin  a 

dy  )  \  dx 


)■> 


en  ajoutant ,  il  vient 

1 
R' 


Si  l'on  suppose  que  les  axes  primitifs  des  x  et  des  y  soient  dans  la  di- 
rection des  lignes  de  courbure  dont  l'existence  a  été  démontrée  plus 
haut,  on  aura 

d.\p  d,\q 


et  par  suite 


dy    '      ~'  dx      ~   °' 


—j=z-  cos2  a  +  -  sin2  a  , 
R  R  r 


Ce  sont  les  formules  connues  qui  donnent  les  courbures  des  sections 
normales. 

5.  Étudions  maintenant  la  loi  de  variation  de  l'angle  formé  par  la 
normale  en  un  point  avec  la  section  suivant  AZ  menée  par  ce  point.  Cet 
angle,  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  a  la  même  valeur  pour  deux  points 
équidistants  de  A  pris  dans  deux  directions  rectangulaires,  est  repré- 
senté par 

AB.^/i        QU         Bï^c. 

dy  dx 

Si  nous  cherchons  les  valeurs  pour  les  points  situés  à  une  distance 
égale  sur  les  axes  des  x'  et  des  y',  il  faut  calculer 

AB.^-'- 


1    ■        d,i 
).  sin  a.  -r-, 

dy 

dq    . 

cos  a  -\ — —  sm  a 

dx 


Or  on 

a ,  nui 

sque 

P'  = 

=  0 

» 

d.\p' 

+  > 

dy' 

= 

dy 

=  X 

cos  a 

dp 

dy' 

■  X  cos  a 

\dx 

sin  a 

+ 

dp               \ 

^cosaj 

-  X 

sin 

4e 


-_- 


tti 


/' 


Soient  X.   Y.   Z  .-- l'onctions  des  trois  variai     - 
tant  les  trois  cosinus  des  angles  qu'une  droite  partant  du  p 
nt  les  coordonnées,  forme  arec  les  trois  axes  rect 
auxquels  ce  point  est  rapporte .  en  sorte  qu'il  corresponde  i 
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condition  d'intégrabilité  de  l'équation  différentielle  totale 

(i)  Xdx+  Ydj  -+-  Zdz  =  o. 

Or,  cette  condition  d'intégrabilité  est  exprimée,  comme  on  sait , 
par  l'équation 

,  v  v  (dt       dZ\      v  IdZ       dX\       „  (dJL        dY\ 

Cette  identité  doit  subsister  quel  que  soit  le  changement  de  variables 
effectué  dans  l'équation  (i).  Si,  par  exemple,  on  change  la  direction 
des  axes,  de  manière  à  rendre  l'axe  des  z  parallèle  à  la  direction  de  la 
droite  qui  correspond  au  point  de  l'espace  dont  a,  fi,  y  sont  les  coor- 
données, l'équation  (  i)  prendra  la  forme 

3  X,  dx,  -+■  Y,  djrt  4-  Z4  dzt  =:o , 

jck,  j-,,  z,  étant  les  coordonnées  des  points  de  l'espace  rapportés  aux 
nouveaux  axes,  et  X4,  Y,,  Z,  les  cosinus  des  angles  des  droites  corres- 
pondantes avec  ces  mêmes  axes;  on  devra  avoir  identiquement 

pour  le  point  particulier  dont  a,  fi,  y  étaient  les  coordonnées,  dans 
l'ancien  système,  les  quantités  X,,  Y,  deviennent  évidemment  égales 
à  zéro,  et  Z,  à  l'unité.  Par  suite,  cette  équation  devient 

■z\  dX>  —  dY'- 

^  '  ~dy\    ~  dxv' 

et  pour  chaque  point  de  l'espace  on  pourra  former,  pour  des  axes 
convenablement  choisis,  une  condition  analogue  à  l'équation  5  ï.  Nous 
allons  faire  voir  que  si  cette  condition  est  remplie  pour  tous  les  points 
de  l'espace,  l'équation  (2)  sera  identiquement  satisfaite,  et  par  suitf- 
l'équation  (1  )  sera  intégrable. 

Considérons  en  effet  la  différence 

rfX,  _  dY, 
dy,  dx. 
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qui ,  par  hypothèse,  s'annule  pour  le  point  dont  les  coordonnées,  dans 
l'ancien  système  d'axes,  sont  a,  fi,  y.  Cherchons  à  exprimer  cette 
différence  dans  l'ancien  système  d'axes. 

a,  b,  c,    a',  b',  c',    a",  b",  c"  désignant  ies  cosinus  des  angles  for- 
més par  les  anciens  axes  avec  les  nouveaux ,  on  aura 

u\  =  ajc -h  bj -+- cz ,  j\  =a'x-hb'j-\-c'z  ,  z,  =a"x-i- b"y-hc"  z  , 
X,  =aX-i-ôY+cZ,     Yt  =  a'X-+-b'Y-hc'Z,     Z,—a"X-h  b"Y+c"Z , 

et.  par  suite, 

dY,  ,d%         ,    ,  dX  ,  rfX   \    dX,  ,  dX  ,.     dX  ,    dX 

- —  =  aa'  - — i-  ba  — — h  ca'  -=-     -r-  =  aa'  — — \-  b'a  —. — h  ca  — 

dx,  dx  dy  dz     I    dy,  dx  djr  dz 

j,dY        ,,,dY            i,dY\                   ,     ,  dY         n,   dY        ,    ,  dY 
+  ab' h  bb'  -. h  cb'  -r  }         +  ba'  -, h  bb'  -= — h  bc1  — 

dx  dy  dz    l  dx  dy  dz 

,  dZ  ,    ,dZ  ,dY   \  ,  dZ  ,,dZ  ,dZ 

+  ac  -z — h  bc '  —  +  ce'  — ,  I         -\- ca'  -, \-  cb'  - — i-  ce'  -r- 

dx  dy  dz     I  dx  dy  dz 

rfY,        rfX,  _  ,ba,  _  ^     /dX  _  dY\ 

dx,  dy,  '  \dy  dx  ) 

,     ,       ,  ,    v    /rfX  rfZ\  ,    ,.  „.   (dY         dZ\ 

+  (ca'  -  c'a)  (-  -  -)  +  ycb'  -  Cb)  (-  -  -)• 

Si  l'on  remarque  que  «'&  —  //a,  ca' —  c'a,  ce'  —  bc'  sont  égaux  à 
c",  &",  a",  cette  équation  devient 


rfY,  _   rfX,  _    „ /rfX  _  dY\         ,„  fdX  dZ\  „  /dY  __  dZ' 

dx,  dy,  \dy         dx  j  \dz  dx  J  \dz  dy 


Le  premier  membre  s'annulant  pour  le  point  dont  a,  fi,  y  sont  coor- 
données, il  doit  en  être  de  même  du  second  qui  lui  est  identique: 
mais  a",  b",  c"  sont  proportionnels  aux  valeurs  que  prennent  Z,  Y,  X 
en  ce  point;  on  a  donc,  pour  le  point  a.  fi,  y, 

(a.  „  (dY        dX\         _,  (dX         dZ\       v  (dZ        dY\ 

^  0  =  Z[dx--    dy-)    +    *     (^-^)+%F-    ST 

Si  donc  l'équation  (5)  est  satisfaite  pour  tous  les  points  de  l'espace,  il 
en  sera  de  même  de  l'équation  (G),  et  l'équation  (i)  sera  intégrable. 

2.   Le  théorème  renfermé  dans  l'équation  (5)  est  susceptible  d'une 
interprétation  géométrique  très-simple.  Puisque  cette  équation  n'a  lieu 
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en  chaque  point  qu'autant  que  l'on  prend  l'axe  des  Z  parallèle 
à  la  droite  correspondante  au  point  considéré,  les  cosinus  X  et  Y 
s'annulent  pour  ce  point,  en  sorte  que  si,  en  le  prenant  pour  point  de 
départ,  on  porte  deux  longueurs  infiniment  petites,  égales  parallèle- 
ment aux  x  et  aux  y,  en  nommant  a  la  valeur  commune  de  ces  deux 
longueurs ,  l'angle  formé  par  la  droite  qui  correspond  à  l'extrémité 
de  la  première  avec  l'axe  des  Y,  aura  pour  cosinus 

dY 
dx 

et  l'angle  formé  par  la  droite  qui  correspond  à  l'extrémité  de  la  se- 
conde longueur  avec  l'axe  des  X,  aura  pour  cosinus 

dy  ' 

ces  deux  angles  doivent  être  égaux,  d'après  l'équation  (5);  et  récipro- 
quement, s'ils  le  sont  pour  tous  les  points  de  l'espace,  l'équation  (i) 
est  intégrable.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

«  Pour  que  des  droites  dont  la  direction  est  donnée  en  fonction  des 
»  coordonnées  de  leur  point  de  départ  puissent  être  normales  à  une  sé- 
»  rie  de  surfaces,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  prenant  un  point  A  dans  l'es- 
»  pace,  et  la  droite  AZ  correspondante  à  ce  point ,  puis  portant ,  à  partir 
»  du  point  A,  perpendiculairement  à  AZ,  deux  longueurs  infiniment 
»  petites  égales  AB,  AC ,  la  droite  correspondante  au  point  B  fasse  avec 
»  le  plan  ZAB  un  angle  égal  à  celui  que  la  droite  partant  du  point  C 
»  forme  avec  le  plan  ZAC.  »  —  Ainsi,  par  exemple,  il  suffit  qu'il  existe 
en  chaque  point  deux  directions  perpendiculaires  pour  lesquelles  ces 
angles  s'annulent,  c'est-à-dire  telles  que  les  normales  aux  points  C  et  D 
soient  dans  les  plans  ZAB,  ZAC. 

Il  est  d'ailleurs  très-facile  de  vérifier  que  si  la  condition  est  remplie 
pour  deux  directions  AB,  AC ,  elle  le  sera  pour  deux  autres  directions 
quelconques  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  Mais,  dans  tous  les  cas, 
pour  démontrer  que  des  droites  sont  normales  à  une  même  surface,  il 
suffira  de  faire  voir  qu'il  existe  en  chaque  point  de  l'espace  deux  di- 
rections perpendiculaires  à  la  droite  correspondante  et  pour  lesquelles 
la  condition  est  remplie. 


i/j/j  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

III. 

Comme  application,  je  montrerai  l'usage  que  l'on  peut  faire  des 
résultats  précédents  à  la  démonstration  du  beau  théorème  de  M.  Dupin 
sur  les  surfaces  orthogonales. 

Considérons  trois  séries  de  surfaces  orthogonales,  et  soient,  en  un  point 
A,  AX,  AY,  AZ  les  tangentes  aux  courbes  d'intersection  des  surfaces 
qui  y  passent;  soient  les  trois  points  M,  N,  P,  pris  respectivement  à 
des  distances  infiniment  petites  égales  du  point  A,  et  dans  les  trois 
directions  AX,  AY,  AZ.  En  considérant,  au  point  M,  les  normales  aux 
surfaces  qui  se  coupent  suivant  AX,  et  nommant  a,  ]3,  y,  a',  ['',  y 
les  angles  qu'elles  forment  avec  les  axes  ,  on  aura 

cos  a  cos  a'  +  cos  /3  cos  |3'  +  cos  y  cos  y'  =  o. 

Mais  a,  a'  différant  infiniment  peu  d'un  droit,  et  /5,  y  étant  infiniment 
petits,  cette  équation  devient,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre, 

i)  cos  jS'  -+-  cos  y  =  o. 

On  aurait  de  même ,  en  nommant  a,,  /3,,  y(,  a2,  |32,  y2  les  angles  que 
forment  avec  les  axes  les  normales  aux  surfaces  qui  se  coupent  sui- 
vant AN, 

1-2,  cos  y,  ■+-  cos  a\  =  o  ; 

et  enfin,  en  nommant  a„  /32,  y2,  a'2,/3'2,  y'2  les  angles  que  forment 
avec  les  axes  les  normales  menées  au  point  p  aux  deux  surfaces  qui 
passent  par  ce  point,  on  aura 

(3)  cos  a2  -t-  cos  /3'2  =  o. 

Mais,  d'après  notre  théorème  énoncé  plus  haut, 

4)         cos  (3'  =  cos  a'j ,     cos  y  =  cos  a2,      cos  y2  =  cos  j3'2, 
d'où  résulte,  en  ajoutant  les  équations  (i)  et  (a), 

5  2  cos  /5'  -4-  cos  a2  -I-  cos  /3'2  =  o, 

qui ,  combinée  avec  l'équation  (3),  donne 
cos  |3'  =  o. 
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On  aura  de  même 

cos  y  =  o,     cos  y,  =  o  ; 

ce  qui  prouve  que  les  normales  aux  points  M,  N,  P  à  chacune  des  sur- 
faces qui  se  croisent  en  A,  sont  situées  dans  les  plans  qui  passent  par 
ces  points  et  par  la  normale  correspondante  en  A.  Il  résulte  de  là  que 
les  points  M,  N,  P  sont  sur  les  lignes  de  courbure  des  trois  surfaces,  ce 
qui  est  le  théorème  de  M.  Dupin. 

On  peut  remarquer  que ,  dans  notre  démonstration ,  nous  n'avons 
fait  usage  que  des  trois  surfaces  qui  passent  en  A.  Nous  avons  donc 
réellement  démontré  le  théorème  suivant,  dont  celui  de  M.  Dupin  est 
une  conséquence  immédiate  : 

Si  trois  surfaces  se  coupent  de  manière  à  être  normales  en  tous  les 
points  où  elles  se  rencontrent,  les  courbes  d'intersection  seront,  sur 
chacune  des  trois  surfaces,  tangentes  aux  lignes  de  courbure  menées 
par  le  point  commun  aux  trois  surfaces. 

IV. 

Malus  a  démontré  que  les  rayons  de  lumière  partis  d'un  même  point 
et  réfléchis  sur  une  surface  quelconque  restent,  après  leur  réflexion, 
normaux  à  une  même  surface.  M  Charles  Dupin  a  généralisé  ce  théo- 
rème en  faisant  voir  que  des  rayons  de  lumière,  dirigés  suivant  les  nor- 
males à  une  même  surface,  peuvent  être  réfléchis  ou  réfractés  à  travers 
une  surface  quelconque  sans  perdre  la  propriété  d'être  normaux  à  une 
même  surface. 

Plus  récemment,  M.  Sturm  a  repris  la  démonstration  du  même 
théorème  et  est  arrivé,  par  l'analyse,  à  exprimer  les  rayons  de  courbure 
et  la  position  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  normale  aux  rayons 
réfractés  en  fonction  des  éléments  correspondants  de  la  surface  normale 
aux  rayons  incidents. 

Tous  ces  résultats  peuvent  se  déduire  géométriquement  des  théo- 
rèmes démontrés  dans  ce  Mémoire. 

Remarquons  d'abord  que  si  des  rayons  de  lumière  sont  normaux  a 
une  même  surface,  ils  sont,  en  même  temps,  normaux  aux  surfaces, 
en  nombre  infini,  que  l'on  peut  obtenir  en  portant,  sur  chaque  rayon, 
une  longueur  constante  à  partir  de  sa  surface  normale  primitive.  Soient, 

Tome  IX.  —  Avril  1844.  '  9 
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en  effet ,  fig.   1  ,  AZ  la  normale  en  un  point  d'une  surface,  et  AB,  AC  les 


Fig.i. 


directions  clés  lignes  de  courbure  au  point  A.  Menons  les  normales  aux 
points  B  et  C,  elles  seront  respectivement  dans  les  plans  ZAB.  ZAC, 
et  si  l'on  prend  sur  AZ  un  point  cpielconque  A',  je  dis  que  le  faisceau 
des  rayons  de  lumière  satisfera,  autour  de  ce  point  A',  à  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'ils  soient  tous  normaux  à  une  même 
surface  passant  par  A'.  Si,  en  effet,  perpendiculairement  à  A'Z,  on  prend 
deux  éléments  A'B',  A'C,  situés  dans  les  plans  ZAB,  ZAC,  les  rayons  cor- 
respondants aux  points  B',  C  seront  précisément  BB',  CC;  ils  rencontre- 
ront donc  tous  deux  la  normale  A'Z,  et  par  conséquent,  d'après  notre 
théorème,  tous  les  rayons  lumineux  sont,  autour  du  point  A',  nor- 
maux à  une  même  surface. 

Il  est  évident  que  les  normales  AA',  BB',  comprises  entre  les  deux 
surfaces,  ne  diffèrent  au  plus  que  de  quantités  infiniment  petites  du 
second  ordre,  et  que,  par  suite,  les  portions  interceptées  sur  deux 
normales  à  une  distance  finie  menées  le  long  d'une  même  ligne  de 
courbure  sont  rigoureusement  égales  entre  elles;  et  comme  on  peut 
toujours  passer  d'un  point  quelconque  à  un  autre  point  quelconque 
de  la  même  surface  en  s'avançant  successivement  sur  deux  lignes  de 
courbure,  il  en  résulte  que  les  deux  surfaces  interceptent  entre  elles 
des  portions  égales  de  toutes  les  normales. 

D'après  cela,  pour  démontrer  que  des  rayons  normaux  à  une  même 
surface   conservent   cette   propriété   après   avoir   été   réfractés   d'une 
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manière  quelconque,  il  suffira  de  prouver  que  la  condition  que  nous 
avons  donnée  comme  nécessaire  et  suffisante  est  remplie  pour  un  point 
de  chaque  rayon.  Nous  choisirons  le  point  situé  sur  la  surface  de  sépa- 
ration des  deux  milieux. 


Fig.    2. 


Soient ,  fig.  2,  AN,  la  normale  à  la  surface  de  séparation  ; 
AX,  le  rayon  incident; 
AY,  le  rayon  réfracté; 
jc,     l'angle  XAN; 
j.     l'angle  YAN  ; 
/,      l'indice  de  réfraction  - 

Portons  une  longueur  infiniment  petite  AP  sur  une  droite  normale 
aux  trois  lignes  AN,  AX,  AY,  qui,  d'après  la  loi  connue  de  réfraction, 
sont  dans  un  même  plan.  Soient  PN',  PX',  PY'  les  trois  droites  cor- 
respondantes à  AN,  AX,  A  Y,  menées  par  le  point  P  qui  peut  être  consi- 
déré comme  faisant  partie  de  la  surface  de  séparation.  Si  nous  projetons 
ces  droites  PN',  PX',  PY'  sur  un  plan  perpendiculaire  à  AP,  les  angles 
qu'elles  font  entre  elles  ne  changeront  que  de  quantités  infiniment 

iq.. 
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petites  du  second  ordre,  et,  par  conséquent ,  le  rapport  des  deux  sinus 
restera  égal  à  l. 

Soient  a  l'inclinaison  de  la  projection  de  PX'  sur  une  parallèle  a 
AX,  ou,  en  d'autres  termes,  l'inclinaison  de  PX'  sur  le  plan  PAX; 

/3  l'inclinaison  de  la  projection  de  PY'  sur  une  parallèle  à  AY,  c'est- 
à-dire  l'inclinaison  de  Y'  sur  le  plan  PAY; 

Enfin  y  l'angle  que  la  projection  de  PN'  forme  avec  une  parallèle 
à  AN,  c'est-à-dire  l'inclinaison  de  PN'  sur  le  plan  PAN;  il  faudra  que 

sin  (x  -+-  a  —  7)  sin  x  , 

sin  (}■+  p  —  7)         sin  y  ' 

don  l'on  tire,  en  remarquant  que  «  —  y  et  ,3  —  y  sont  des  infiniment 
petits, 

(a — 7)cosx  ,         0  (a  —  y)cosx-\-ly  cos y 

(P  —  7)  coix  1 cos  y 

Cette  formule  permet,  comme  on  voit,  de  calculer  ,3  au  moyen  de 
a  et  y  supposés  connus.  D'après  notre  théorème,  pour  que  les  rayons 
A  Y  soient  normaux  à  une  même  surface,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'en 
prenant,  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AY,  et  normalement  à  AP. 
une  longueur  AY,  =  AP.  l'angle  du  rayon  YY"  qui  passe  par  le  point 
Y,  avec  le  plan  YAY,,  soit  égal  à  l'angle  /3  calculé  plus  haut.  Cherchons 
donc  la  valeur  de  ce  nouvel  angle,  que  nous  désignerons  par  jS'. 

Menons  par  le  point  A,  et  dans  le  plan  des  lignes  AN,  AX,  AY,  trois 
droites  respectivement  perpendiculaires  à  ces  lignes,  AN,,  AX,,  AY,;  soit 
AN,  une  longueur  égale  à  AP.  Le  point  N,  peut  être  considéré  comme 
situé  sur  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux  :  soient  N,N"  la  nor- 
male en  ce  point,  N,X",N,Y"  les  rayons  incidents  et  réfractés  qui  lui  cor- 
respondent. Ces  rayons  feront  avec  le  plan  des  droites  AX,,  AY,,  AN, 
des  angles  infiniment  petits,  et  pourront,  par  conséquent,  être  regardés, 
aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre,  comme  rencontrant  les 
droites  AX, ,  AY,  en  m  et  n. 

Coupons  les  trois  droites  N,N",  N,X",  N,Y"  par  un  plan  dont  BCD 
représente  la  trace  sur  le  plan  des  lignes  AX,  AY,  et  qui  soit  perpendi- 
culaire à  la  projection  de  N,N";  supposons,  pour  tixer  les  idées,  la 
longueur  N,B  égale  à  l'unité,  ce  plan  sera  coupé  par  les  droites  N,N", 
N,X",  N,Y"  en  des  points  dont  je  représente  le  rabattement  autour  de 
BD  comme  charnière  par  B',  C.  D' .  Soient  y,  l'angle  formé  par  la  droite 
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N,  N"  avec  le  plan  XAN;  |3,,  a,  les  angles  que  forment  Y, Y",  X,X" 
avec  le  même  plan  ,  on  aura  évidemment 

BB'  =  y, ,      CC  =  — ,     DD'  =  -p- . 

•  COS  X  cos/ 

Mais  les  points  B',  C,  D'  sont  en  ligne  droite,  puisque  les  droites  sur 
lesquelles  ils  se  trouvent  sont  dans  un  même  plan;  on  a,  par  consé- 
quent. 

BB'  — DD'  _  BD  _  tang  /  _    cos  x 

BB'  —  CC  —  BC  ~  tangx  ■  -  /cos/' 
et ,  par  suite , 


a,  /cos/ 

cos  x 


Mais,  d'après  notre  théorème,  et  puisque,  par  hypothèse,  les  droites 
N,  X  sont  normales  à  une  même  surface,  on  a  y,  =7;  de  plus,  l'angle 
a(,  formé  par  la  normale  en  m  avec  le  plan  XA/h,  est  égal  à 


Km  ,  a, 

a  X  TT7  =  a  cos  a\      donc      =  a  ; 

AP  cos  x 

et ,  par  suite , 

S,  (a.  —  7)  cosx  -)-  H  cos  y         ,  S,  -. 

— —  = ii— - — .     donc      — —  =  S; 

cos/  /cos/  cos/        ' 

c'est  précisément  ce  qui  doit  arriver  pour  que  les  lignes  Y  soient  nor- 
males à  une  même  surface ,  puisque  a,  a,  sont  les  angles  que  forment 
avec  les  plans  correspondants  deux  normales  menées  dans  deux  di- 
rections perpendiculaires,  mais  à  des  distances  du  point  A  dont  le 
rapport  est  cosj^.  Si,  par  conséquent,  on  avait  pris  sur  AY  et  AP  des 
longueurs  égales,  les  rayons  réfractés  correspondants  aux  points  ainsi 
obtenus  auraient  fait  des  angles  égaux  avec  les  plans  XAX, ,  XAP;  ces 
rayons  sont  donc  normaux  à  une  même  surface. 
Reprenons  l'équation 

r.  (a  —  7)  cos  X 

'  '  /cos/ 

Soient  Q  l'angle  de  la  ligne  AP  avec  l'une  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface  normale  aux  rayons  incidents  AX;  «  l'angle  de  cette  même 
ligne  AP  avec  la  ligne  de  courbure  de  la  surface  normale  à  AY;  enfin  // 
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l'angle  qu'elle  forme  avec  la  ligne  de  courbure  de  la  surface  de  sépara- 
tion normale  à  AN. 

Si  R,  r,  R',  /',  R",  r"  sont  les  rayons  de  courbure  de  ces  trois  sur- 
faces, nous  aurons 

a  =  -  sin  -20  .  AP 


sin  2u  .  AP 
sin  2«  .  AP 


R'  r')' 


et,  par  suite, 


(-, 


—r.    -r,}    SKI  1U 

R  r    I 


S>[(î  -  7)  sin  ^  -  {ir  -  ^)sin2"} 


C'est  une  première  relation  entre  les  éléments  relatifs  à  la  courbure 
de  la  surface  normale  aux  rayons  réfractés.  On  peut  facilement  en 
trouver  deux  autres  et  déterminer,  par  suite,  les  trois  quantités  R',  r' 
et  w.  Considérons  de  nouveau  les  trois  normales,  Jig.  3,  AN,  AX,  AY, 


Fig\  3. 


d y 
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menées  aux  trois  surfaces  au  point  A;  menons,  comme  précédemment, 
la  normale  AP,  et  au  point  P  qui  peut  être  considéré  comme  se  trouvant 
sur  chacune  des  trois  surfaces,  menons  les  normales  PN',  PX',  PY'.  qui 
doivent  se  trouver  dans  un  même  plan  et  satisfaire  à  la  condition 

sinX'P'jV 


sin  Y'  PN' 


/. 


I!  est  facile  de  voir  que  les  courbures  des  sections  normales  faites  aux 
trois  surfaces  suivant  AP  sont  égales  aux  angles  que  forment  les  lignes 
PN',  PX',  PY'  avec  un  plan  perpendiculaire  à  AP,  divisés  respective- 
ment par  la  longueur  AP.  Soient  a,,,  ar.  a~  ces  angles,  —,   —,  —   les 

'  Prit        Px         pr 

courbures  des  sections  ,  on  aura 

I  a„  l  xt  i    Gtj 

7n  =  Â~P'       7Z  ~~  AP'      JT~  AP' 

Cherchons  une  relation  entre  a„,  a^.,  c/.r ;  pour  cela  considérons  les 
trois  projections  des  lignes  AN',  AX,  AY'  sur  le  plan  perpendiculaire 
à  AP:  soient  PX',,  P Y',,  PN',  ces  projections;  concevons  un  plan  BCD 
mené  perpendiculairement  à  celui  de  ces  droites  et  suivant  une  ligue 
BD  normale  à  PN', ,  Rabattons  autour  de  BD  comme  charnière  les  points 
où  les  droites  PN',  PX',  PY'  viennent  percer  ce  plan.  Soient  B',  C,  D' 
ces  rabattements,  qui  seront  en  ligne  droite.  Nous  aurons  évidemment 


Mais 

BB'  —  DD'        DB         tang/          cosx 
BB'  —  CC         BC        tang  x  T  l  cos  r 

BB'  =  a„,     CC  =  -^-,     DD'  =  -5- 

COS  X                                   COS  Y 

donc 

COS/                 COS  X 

ax            l  cos  y 
cos  X 

don  l'on  tire 

i.x  =  a„  cos  x  —  l  v.n  cos  y  -h  /  av . 

et,  par  suite, 

(b) 

i          i                        /  cos  r          l 
—  =  —  cos  jr  — ! 

?»             ?n                                        P«                   P.r 

Î02 

Mais  on  a 
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—  —  sin2  0  -\ cos2  6 , 


P 
i 


R 
7  sin2  «  -t-  —  cos2  w. 


R 


ce  qui  transforme  l'équation  (è)  en  la  suivante, 

/  sin2  6  cos3  5  ,  sin:  «         cos-a\ 

~sr  +  ^  =  cosx(-^+  — j 

cl  ' 

1  ;  /sin'a        cos1  u\         ,  /sin'w        cos' w\ 

(  -  icosr  (-^  +  -^j  +  /  (—  +  _,-). 

Pour  trouver  une  troisième  relation  entre  les  quantités  R',  r'  et  u,  me- 
nons par  le  point  A,  et  dans  le  plan  des  trois  normales  AN,  AX.  AY. 
trois  perpendiculaires  à  ces  normales  AN",  ÀX",  AY".  Par  le  point  N'. 
situé  à  une  distance  infiniment  petite  AN",  sur  la  perpendiculaire  à  AN. 
menons  la  normale  Wn  à  la  surface  de  séparation,  et  les  rayons  inci- 
dents et  réfractés  N"jt,  N'^";  ces  rayons  pourront  être  considérés  comme 
rencontrant  les  droites  AX",  AY"  en  p  et  q,  et  il  est  facile  de  voir  que 
sia'„,  a'x,  a'r  désignent  les  angles  que  les  projections  des  trois  droites 
N"«,  N"x,  N'y  forment  avec  les  droites  correspondantes  passant  par 
le  point  A,  on  aura,  en  désignant  par  p'n,  p'x,  p'r  les  rayons  de  cour- 
bure des  sections  normales  faites  dans  les  trois  surfaces  par  le  plan 
XANY . 


p'n         AN"'       p'         AN"  cos  x"1         p'  AN"  cos  r 

Mais  les  trois  droites  N"w,  N"ar,  Wy  étant  l'une  normale  a  la  surface  de 
séparation  des  milieux,  et  les  deux  autres  dirigées  suivant  les  rayons 
incidents  et  réfractés,  on  doit  avoir 

sin  [x  -\-o£x —  a'n) 
sin(jH-a'  —  a'n  )    —     ' 
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d'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  t—  =  /, 

la    —  a  )  COS  x 
(a  —  anJ  COS  y 

l  (a  —  a  )  cos  r  -+-  a    cos  .r 


cos  y 


d'où 


(d) 


cos  j: 

Px 


V  P.,       Px/      Pn 


Mais,  d'après  une  formule  connue, 

i    cos!6        sin39  i    cos2w        sin2w  i    cos'  u         s 

en  sorte  que  la  formule  (rf)  devient 

cos'fl        sin29\        ,,  >  /cos'k         sin'«\ 

_  +  _)=(/-  cos*)^  +  —) 

,  /cos2  w        sin:  w\ 


(«) 


Les  trois  formules  (a),  (c),  (e)  permettront  de  calculer  les  quantités 
R',  r',  m  en  fonction  de  R,  r,  R",  r",  Q  et  w. 


On  peut  facilement  trouver  quelles  sont  toutes  les  lois  de  réfraction 
qui  laisseraient  subsister  le  théorème  de  M.  Dupin.  Supposons  que  le 
rayon  réfracté  restant  toujours  dans  le  plan  qui  passe  par  le  rayon  in- 
cident et  par  la  normale  à  la  surface  de  séparation,  y  =  <p  (x)  repré- 
sente la  relation  qui  existe  entre  les  deux  angles  d'incidence  et  de 
réfraction;  en  reprenant  la  Jîg.  i,  et  faisant  absolument  les  mêmes 
raisonnements,  en  substituant  seulement  la  relation  y  =  <p  (x)  à 
l'équation 


S1U    X     , 

sin_r 


Tome  IX.  —  Atril  1844 
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on  trouvera 

Jf+j3  —  7  =  <p(.r  +  a—  y), 
(i  —  y  =  (a  —  y)  <p'  [x), 

fi  —  y  -+-  (a  —  y)f'(x). 

On  trouvera  de  même,  au  moyen  des  constructions  employées  plus 
haut,  et  en  adoptant  les  mêmes  notations, 

-CL_   =  y  4_7a  _  y)  ^ST. 
COS  X  t:ang  x 

Pour  que  les  droites  Y  soient  normales  à  une  même  surface,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

1  cos  y 

c'est-à-dire 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  quantités  a,  y, 
qui,  évidemment,  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre,  il  faut  que  l'on 
ait 


l'intégrale  est 


T   v    '         tango; 
<p  (x)  =  arc  sin  C  sin  x. 
sin  y  (j)  _  p 


La  loi  de  la  nature  est,  par  conséquent,  la  seule  qui  puisse  permettre 
au  théorème  de  M.  Dupin  d'être  exact  dans  toute  sa  généralité 
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SUR  UNE  REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE 

DES  TROIS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 
Par  M.   William  ROBERTS     de  Dublin    [*j 


Prenons  sur  une  surface  sphérique  un  point  quelconque  pour  le 
sommet  d'un  cône  du  second  degré,  dont  un  des  axes  principaux  ex- 
térieurs est  un  diamètre  de  la  sphère.  L'origine  des  coordonnées  rec- 
tangulaires étant  le  centre,  choisissons  ce  diamètre  pour  l'axe  des  z,  et 
faisons  celui  des  x  parallèle  à  l'axe  intérieur  du  cône,  en  sorte  qu'on 
lit.  pour  l'équation  de  cette  surface, 

x2  —  y-  tang2  fi  —  (i  —  z)a  tang2  a  =  o , 

en  désignant  par  a  et  fi  les  compléments  de  ses  semi-angles  principaux, 
et  prenant  pour  unité  le  rayon  de  la  sphère;  si  l'on  désigne  par  6  et  à 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  sphère,  on  aura 
x  r=  sin  0  cos  6  ,    y  —  sin  5  sin  ty ,     z  =  cos  6  , 
et ,  pour  tous  les  ponts  de  notre  courbe  sphérique, 

.    .                                                   .    .         v'cos2  P-  —  sin?  -\ 
(A)  tang  \  6  =  - H  ■ 

b   2  tang  a  cos  p 

S  exprime  la  distance  angulaire  d'un  point  de  la  courbe  à  l'axe  des  z, 


*]  Dans  une  Lettre,  datée  du  1 1  février  dernier  et  jointe  par  M.  AVilliam  Roberts  à 
son  Mémoire,  se  trouve  le  passage  suivant  qu'on  me  saura  gré  d'avoir  transcrit  : 

Il  s'agit  de  représenter  par  l'arc  d'une  courbe  sphérique  les  trois  espèces  de  fonc- 
«  tions  eliïptiques.  Soit  une  courbe  produite  par  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône 
»  du  second  degré,  dont  un  des  axes  principaux  extérieurs  passe  par  le  centre;  je 
»  dis  que  l'arc  de  cette  courbe  jouit  de  ladite  propriété.  — Vous  verrez  au  premier  coup 
»  d'oeil  la  similitude,  quant  à  la  forme,  de  cette  courbe  avec  la  lemniscate  ordinaire;  ce 
"  qui,  je  pense,  donne  plus  d'intérêt  au  théorème  dont  il  s'agit.  —  J'ai  lu,  dans  le 
«  numéro  d'avril  1 843  de  votre  Journal ,  un  Mémoire  très-élégant  de  M.  Alfred  Serret , 
»  sur  la  rectification  des  courbes  généralement  nommées  lemniscates.  Il  est  curieux  de 
»  remarquer  qu'en  partant  de  la  même  propriété  de  la  même  courbe  que  moi,  il  est 
d  aussi  parvenu  à  une  représentation  de  la  première  transcendante,  tout  à  fait  diffé- 
rente de  la  mienne.    »  (J.  Liouville. 

20.. 
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et  <|/  l'angle  du  plan  xz  et  de  celui  qui  passe  par  le  même  point  et 
l'axe  des  z.  Si  donc  on  regarde  le  sommet  du  cône  comme  l'origine 
des  coordonnées  polaires  sphériques,  et  le  grand  cercle  du  plan  des 
xz  comme  un  axe  fixe ,  $  sera  le  rayon  vecteur,  et  ty  l'angle  polaire 
d'un  point  quelconque  de  ladite  courbe,  et  la  relation  (A)  sera  son 
équation. 

Il  est  aisé  de  voir  l'analogie  qui  existe  entre  la  forme  de  cette  courbe 
et  celle  de  la  lemniscate  ordinaire.  Le  centre  sera  un  point  double ,  car 
en  faisant  Q  =  o,  on  trouve 

sin  tji  =  ±  cos  jS,     ou     <|>  = /3,     et     3.  — h/5, 

ce  qui  donne  les  directions  des  rayons  vecteurs  au  moment  où  ils  vont 
s'évanouir,  ou  des  grands  cercles  qui  touchent  la  courbe  à  son  centre. 
Transformons  aussi  l'équation 

ds2  =  dx2  -+-  dy2  -+-  dz2 , 

où  s  est  la  longueur  de  l'arc,  par  la  substitution  des  valeurs  des  coor- 
données dont  nous  avons  fait  usage,  il  en  résultera 

ds  ==  y  sin2  9  -+■  -jr-  dty. 

Mais  en  différenciant  l'équation  (A),  on  a 

f/9  sin  la.  cos  p  sin  -\  cos  i/ 

d^>  ~        cos2  p  —  cos2  a  sin2  +  yWs'P  —  sin2^  ' 
et 

•     n  siQ  2a  cos  P  — v~~n ■ — 5~~r 

sin  6  =      — -, ,  r.  , ,  vcos2  a  —  sin-  iL, 

cos!p — cos2asin2i]<  '  ' 

en  sorte  qu'on  a,  après  quelques  réductions, 


fc  _  sin  aq  cos2  p  A  +  tang*  p  tang2  4»  j 

cos2  p  —  cos2  a  sin2  ij»  V  i  —  tang2  p  tang2  ^      ™  ' 

Je  vais  montrer  que  cette  différentielle  peut  se  transformer  dans  celle 
d'une  transcendante  elliptique.  En  effet,  si  l'on  fait 
cos2  p  sin  (p 


tang  <j> 


sin  p  y/i  —  sin'psin2? 


cos*  p  sin2  o  /i-+- tang' p  tang2  >}/  _       i 

sin2  6  -+-  cos  2p  sin2  f  '       V  i — tang2  p  tang2  ij/         cos?' 
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et 

,  sin  (3  cos2  p  cos  <p  rf<p 

^  —  sin2  p  4-  cos  2p  sin2  <p  y' i  _  sin2  p  sin2  ?  ' 

et  l'on  en  déduit  sans  difficulté 

sin  2  a  cos2  (3      f*  i  rfy 


tang2  p;         T 

ou,  d'après  la  notation  des  fonctions  elliptiques, 

sin  2a  cos2  p  _  /  sin2  a        .      ~       \ 

•*  =  ■    n        II     -i+ —  ,  sin  iS  ,  <p  )  ; 

sm  (3  \  tang2  p  '         r  >  r  j 

ce  qui  montre  que  l'arc  compté  depuis  l'extrémité  du  demi-axe  peut 
s'exprimer  par  une  fonction  elliptique  de  la  troisième  espèce,  et  que  le 
périmètre  entier  s'exprimera  à  l'aide  de  la  fonction  complète. 

Examinons  les  variétés  dont  le  paramètre  (que,  selon  l'usage,  nous 
désignerons  par  n)  est  susceptible. 

Premier  cas.  a  <  /3.  On  posera 

- — -  =  sin  X,     et  l'on  aura     n  =  —  i  +  cos2  ô  sin2  X, 

sin  p  ' 

ce  qui  est  la  forme  circulaire  fondamentale.  On  pourra  donc  toujours 
représenter  une  fonction  de  troisième  espèce  à  paramètre  circulaire  par 
un  arc  de  notre  courbe. 

Deuxième  cas.  a  >  /3  et  S  <  y.  Si  la  fraction %-  est  inférieure  a 

1       '4  tang  P 

i,  «est  positif,  et  par  conséquent  circulaire;  si  au  contraire  cette  frac- 
tion est  supérieure  à  i ,  on  pourra  poser 

sin2  a 

1 7, 

sin-'  A  =  5_x,      ce  qui  donne     n  =  —  sin-  a  sur  X , 

I  —  cos2  p  ^  r 

forme  fondamentale  du  paramètre  logarithmique.  Donc  on  peut 
toujours  construire  une  fonction  à  paramètre    logarithmique,   dont 

l'angle  (/3)  du  module  est  plus  petit  que  j-,  car,  en  tirant  la  valeur  de  a 

en  X  et  j3 ,  on  a 

.    ,  i  —  sin2  S  sin2 1 

sin-'  a  =  *-z , 

cot2  p 

ce  qui  est,  dans  tous  les  cas,  une  fraction  positive. 
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sin-  a 


Troisième  cas.  a>/3,  et  fî>7.  Ici  i  —  - — —,  est  évidemment  plus 

sin'  S  .    „  0  ,  c  . 

petit  que  i -77  ou  que  sur  p ,  en  sorte  qu  on  pourra  raire 

sin2  a 

•    n  •>  tanir2  S  ...,.,, 

sin-  A  = ■  ,      --  ,      et      n  =  —  sin''  p  sur  À. 

sin-  a  ' 

Réciproquement,  on  a 

.    ,  i  —  sin'  S  sin'  l 

sui2  a  =  -fg 

cot;  p 

11   est    facile    de    voir    que    le    second    membre    de   cette    équation 

n'est  fractionnaire    que  pour   les  valeurs  de   1  comprises  entre  -  et 

arc  sin -. — ; — -.    Ici  donc,  si,  dans  la  fonction   qu'on  cherche  à 

sm!  (J 

construire,  l'angle  du  paramètre  ne  tombe  pas  entre  ces  limites,  un 
inconvénient  se  présente,  mais  heureusement  on  peut  l'éviter  en  se  ser- 
vant de  la  transformation  donnée  par  Lagrange,  qui  fournit  pour  la 
fonction  proposée 

II  ( —  sin2 13  sin2  À ,  sin  |3,  (p) 

une  expression  du  type  suivant, 

II(— sin2/3sin2X,sin/3,ç)=/n(  — sin2]3'sin2X',sin/S',9')+wF(sin|3',!p')+Y, 

/,   m  étant  des  coefficients  constants,  Ci'  un  angle  plus  petit  que  7, 

et  V  une  quantité  déterminable  par  des  logarithmes  [*]  ;  et  nous 
avons  vu  que  la  nouvelle  fonction  II,  qu'on  introduit  ainsi ,  peut  tou- 
|Oiirs  être  construite. 

Au  reste,  il  est  surtout  intéressant  de  montrer  comment  on  pourra 
représenter  les  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

I.   Soit  sin  a  =  tang  fi,  ce  qui  donne 

«>JS,     et     /3<7- 


[*]  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  l'illustre  géomètre  Abel  a  démontré  qu'il  existe 
un  résultat  de  cette  forme  dans  tous  les  cas  ou,  par  des  relations  algébriques,  une 
l'onction  de  première  espèce  peut  se  transformer  en  une  autre  du  même  genre,  ce  que 
Legendre  ne  parait  pas  avoir  aperçu.  (Voyez  les  Œuvres  complètes  de  N.-H.  Abel, 
publiées  par  B.  Holmbœ,  tomel,  page  317.) 
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On  a 

ds  —  i  y'cos  2(S  ■  ?    ,     et      s  =  a  y  cos  2S  F  ^sin  S,  a». 

Vi  —  sin5  £3  sin2? 

Lorsqu'il  arrive  que  l'angle  du  module  de  la  fonction  proposée  est  su- 
périeur à  j ,  il  faut  la  transformer  en  une  autre  dont  le  module  soit 
moindre;  ce  qui  peut  s'effectuer  par  la  méthode  de  Lagrange,  ou  par 
le  premier  théorème  de  M.  Jacobi,  qui  contient  une  infinité  de  trans- 
formations de  ce  genre  [*]. 

IL  Soit  a  =  ,6.  Dans  ce  cas,  où  le  cône  est  de  révolution,   on   a 

ris  =  1  cos3  j3 5  > 

(1  —  sin2  p  sin2?)"2" 

d'où,  après  les  réductions  ordinaires,  et  en  employant  la  notation  connue. 

a  Pi-  /  •     a       \  s^  ?  s'n  1  cos  ?  1 

s  =  1  cos  /S    E  ^sin  ,3,  <p) *- ï \ 

(1  —  sin-  psin' ç)2J 

Mais  l'arc,  compté  du  centre,  est  exprimé  par  une  fonction  de  la  se- 
conde espèce,  sans  l'addition  d'aucune  partie  algébrique.  Car  en  re- 
prenant la  valeur  générale  de  l'arc  considéré  comme  fonction  de 
l'angle  polaire  à,  on  a 

ds  =  sin^     /i+tang^^ang;  rf 
cos2  •}  V   i  —  tang-  p  tang-  y      T 

et  en  introduisant  un  nouvel  angle  u  tel  que 

cos  w  =  tang  p  tang  i|* 

(qui  est  égal  à  zéro  quand  à  =  -  —  J3,  et  à  -  quand  ^  =  o  j,  on  trouve. 

après  quelques  réductions , 

s  =  2  cos  j3E  (sin  |3,  u). 

D'après  ce  dernier  résultat,  il  ne  reste  rien  à  désirer  pour  la  complète 
solution  du  problème  proposé.  J'espère  entier ,  une  autre  fois,  dans 

[*]  Cette  variété  de  notre  courbe  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  que  j'ai  déjà  donnée 
dans  le  numéro  de  Juillet  i843  de  ce  Journal.  Elle  est,  sous  plusieurs  points  de  vue, 
analogue  à  la  lemniscate  vulgaire. 


160  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

quelques  détails  relativement  aux  propriétés  géométriques  de  la  courbe 

dont  nous  avons  ici  discuté  la  rectification. 


Note  de  M.  J.-A.   Serret. 

Le  Mémoire  qu'on  vient  de  lire  résout  complètement  le  problème  de  la  représentation 
géométrique  des  transcendantes  elliptiques,  dont  je  me  suis  occupé  dans  deux  articles 
publiés  dans  le  volume  précédent  de  ce  Journal.  On  peut  arriver  d'une  manière  diffé- 
rente aux  résultats  analytiques  que  j'ai  consignés  dans  le  premier  de  ces  articles. 

Les  deux  équations 

,  a2cos2  9 

(i\  r* — an'  r"-  C0S2£  -+-  a*=z  b\        r2  = ; -, 

1    '  C0S2(f — 6) 

où  h  et  9  sont  deux  paramètres  variables,  et  ret  Mes  coordonnées  polaires  d'un  point 
quelconque ,  appartiennent  à  deux  systèmes  de  lignes  isothermes  conjuguées  et  ortho- 
gonales. Les  courbes  du  premier  système  sont  des  cassinoïdes  homofocales ,  et  celles  du 
second,  des  hyperboles  équilatères;  si  l'on  prend  pour  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque les  paramètres  b  et  0  des  deux  courbes  conjuguées  qui  y  passent ,  les  anciennes 
coordonnées  seront  liées  aux  nouvelles  par  les  équations  (i)  ou  par  les  suivantes 

,     .       .         , .  b2 cos  29 

(2)  r«==  «'  ±2a3  è2  sin  29  -H  b",        tang  2t  =  —        .  -  ■ 

b2sm2.Q±a' 

Si  l'on  différence  ces  équations,  où  b  est  supposé  constant  et  9  variable,  on  restera  tou- 
jours sur  la  même  cassinoïde ,  et  l'on  trouvera  aisément 

,     dO 
ds=b2. 

r 

Si  donc  on  désigne  par  s(9»,  9,),  <r(9„,  9,)  les  deux  arcs  interceptés  sur  la  cassinoïde  au 
paramètre  b  par  les  deux  hyperboles  conjuguées  aux  paramètres  90  et  9,,  on  aura 

re,  do 

,(9„e,)  =  ê'  /     77= 


i/o4  —  ia-  b2  sin  28  •+-  6' 


,      /•».  dO 

9„e,)  =  *3  / 

.In 


°o      \fi'  -+-  2«5  b7  sin  29  -+-  b' 


Or,  ces  deux  transcendantes  ne  sont  autres  que  celles  que  Legendre  a  étudiées  (Traité 
des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  1 78),  et  qui  peuvent  s'exprimer  par  la  somme  et  la  dif- 
férence de  deux  fonctions  de  la  première  espèce  de  modules  complémentaires  et  d'am- 
plitudes différentes.  On  retombe  donc  très-simplement  sur  le  théorème  que  j'ai  démon- 
tré l'année  dernière,  et  l'on  voit  en  même  temps  que  les  deux  intégrales  auxquelles  nous 
parvenons  ne  changent  pas  quand  on  change  l'un  en  l'autre  les  paramètres  a  et  b,  bien 
qu'alors  la  courbe  change  tout  a  fait  de  nature  ,  ce  qui,  du  reste,  est  entièrement  con- 
forme à  mes  premiers  résultats. 
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NOTE 
SUR  UNE    FORMULE   DEULER, 

Par  E.   CATALAN. 


Cette  formule  est  ia  suivante: 


-+-  X  I  .2.3  I  -+-  X 

\  (n  +  i)n(n  —  i){n—2)       x* 

\  1.2,3.4  (n-*)*"1"— " 

Elle  se  trouve  dans  un  Mémoire  d'Euler,  inséré  parmi  ceux  de  Saint- 
Pétersbourg,  pour  l'année  181 1.  J'ai  essayé  de  la  démontrer  d'une 
manière  qui  fût  à  la  fois  élémentaire  et  rigoureuse;  j'ai  cherché  ensuite 
quelques  conséquences  de  cette  formule. 


Afin  de  mettre  plus  d'ordre  dans  la  discussion  relative  à  la  conver- 
gence, j'établirai  dès  à  présent  une  série  qui  est,  pour  ainsi  dire,  con- 
juguée de  celle  d'Euler,  et  qui  est  telle,  que  l'existence  de  l'une  des 
deux  entraîne  l'existence  de  l'autre.  Posons  [*] 

1  +1  i-f-  y 

nous  obtiendrons 

oc  =  y,     et     x  =  • —  ■ 

[*]  .l'avais  rédigé  cette  Note  d'une  manière  un  peu  différente,  et  je  n'avais  démontré 
l'équation  (i)  que  pour  les  valeurs  de  x  inférieures  à  l'unité.  M.  Liouville,  qui  m'a  in- 
diqué la  transformation  (2),  m'a  ainsi  permis  de  compléter  mon  travail. 

Tome  IX.  —  Mai  1844.  2  l 
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Cette  dernière  valeur,  substituée  dans  l'équation  (i),  donne 


(3) 


ï.2      i-t-r                  1.2.3  (i+/)! 

[n-\-i)n{n—i){n—i)  f__ 

1.2.34  ('+r)2 

11. 


En  représentant  par  Cm>?  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres, 
prises  q  à  q,  nous  pourrons,  dans  le  cas  de  n  entier  positif,  mettre 
l'équation  (1)  sous  la  forme  abrégée 

(4)    o+^lfQ.^.v^  +  c^,,.,  ^]; 

/>  étant  une  variable  qui  doit  recevoir  les  valeurs  o,  1,  2,...,  (n —  1). 

Cette  formule  se  vérifie  aisément  pour  11^=0,  n  =  1 ,  n  =  2  :  sup- 
posons qu'elle  ait  été  démontrée  pour  le  cas  où  n  est  un  entier  positif 
quelconque,  et  prouvons  qu'elle  subsiste  quand  on  y  remplace  n 
par  n  -+-  1 . 

Si  nous  multiplions  les  deux  membres  par    1  -+-.x,    les  termes  en 

xzv~  '  x2i*  1r3P~i_l 

, — rr- 7  ,  r~ r;»   , r- donneront,  étant  multipliés, 

(1  -+-  x)P~i         i  +  .c)r    (1  _|_  X)P  I 

«-'«+f-.,ap-)  ,i+r)/,_,-r-«-n +/,-,.  2,,-.   (l  +  xj,  -r-^»+^-i,»p    (,_,_*), 

-    %+p,     2/>+«    (]    +a),  +  Wl*+l    (j  .+-  X)P- 

x7P 

Le  premier   terme   et  le  cinquième  ne  contiennent ,    ni    r- ,   ni 

x'P->-'  ,    .. 

1  )f;   <m   les  négligeant,  nous  aurons,  pour  la  somme  des  trois 

autres, 

-r-  C„+„_l(  ip      I  (.  +  *)>  +  C„+p_,.  2p       |  (T^Tx)^ 
Mais  ,  d'après  la  théorie  des  combinaisons, 

*-'n+p  —  1,  2p-<  "+"    '-'«+/)— 1,  2/7    =  ^n  +  p,  2/)? 
*-Vi  +  p,  2p       1      ^n  +  p,  2p-t-i   — -  '-"«+/)+  i,  2p+  i  j 
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r'=2[c» 


et  comme  cette  équation  ne  diffère  de  l'équation  (4)  que  par  le  chan- 
gement de  n  en  n  •+-  i,  il  résuite  de  ce  qui  précède  que  la  formule  (i) 
est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  n.  Il  en  est 
de  même  pour  la  formule  (3). 

Reniai  que.  Lorsque,  n  étant  entier  positif,  on  suppose  x  =  —  i, 
tous  les  termes  du  second  membre  de  l'équation  (i)  deviennent  infinis, 
à  l'exception  des  deux  premiers  ;  mais  si ,  avant  de  donner  à  x  cette 
valeur  particulière,  on  multiplie  les  deux  membres  par  (i  -h  x)"'' ,  et 
qu'on  fasse  ensuite  x=  —  i,   on  trouve  o  =  o. 

111. 

Dans  le  cas  de  n  entier  positif,  l'équation  (3  peut  être  représen- 
tée par 

(5)  '  I  +j)-"  =2  I  Cn*P~i.2„  J^yjp  -  Cn+P,  2p+t  (i  +  7)/>-hJ 

Afin  de  ramener  la  quantité  entre  parenthèses  à  la  forme  de  celle  qui 
entre  dans  l'équation  (/j) ,  je  remplace 


y'p  —  '                               y^P 

par      F+x)p~'  ~  («  -+-r)'' 

et 

(l+X)P+< 

y'P+l                                      y*P  +  « 

par       (n-r)'        (»  +  r)'*1' 

J'obtiens  ainsi 

(■-rf-=2[+£ 

hP-i,2p     1    .r2''           r                  j*'*.! 

-P-,llp_,  !  (»+/)'    ^"-"•2"-M.+r: 

ou 

f'+r<-"=2[Q 

21. 
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on  enfin,  en  développant, 

(t+-r)-a=  î  —  -  r  -+■  ("+l)"   r"   —  ii±  0"  («  -  0  _i_ 

I  •*  1.2  I +J  1.2.3  I  ■+■  Y 

(n  ■+■  2)  (n  -+-  !  )  n  (n  —  1  )       y' 

l.i.3.4  -(î+^ï    ■    •■■■■ 

Cette  équation  ne  diffère  de  l'équation  (1)  que  par  le  changement  de 
x  en  jr,  et  de  n  en  —  n  ;  donc  celle-ci  est  vraie  dans  le  cas  de  11  entier 
négatif.  Observons  que  dans  ce  dernier  cas,  aussi  bien  que  dans  celui 
de  l'exposant  entier  positif,  le  second  membre  de  l'équation  1  n'a 
qu'un  nombre  limité  de  termes. 

IV. 

Représentons  par  z  la  fraction =   — —  ;   nous   pourrons  .    n 

étant  quelconque,  écrire  ainsi  les  équations  (1)  et  (3)  : 


(G)                                   (1  +  xf  —  M  h-  N.r, 

(7)                                   (I+J)-»=M-N  --£--; 

en  posant,  pour  abréger, 

1.2                                 1.2.3.4 

jj  _  "    |     («-t-i)«(«—  1)  _        (n  +  2)(n+i)n(n~- 1)(« 

-*)„. 

1                    12.3                                        1.2.3.4.5 

Le  terme  gênerai  oe  M  est  de  la  forme  .     {  '  z'  :  son 

0  1.2...  (2/ ) 

rapport  au  ternie  qui  le  précède  est    — .    ,_   .~,   ..  ''   z  ,    quantité  qui 

deviendra  évidemment  négative  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /. 
Donc,  si  l'on  peut,  abstraction  faite  du  signe,  rendre  ce  rapport  a  plus 
petit  que  l'unité,  la  série  représentée  par  M  sera  convergente.  Afin 
de  déterminer  les  valeurs  pour  lesquelles  cette  convergence  subsiste, 
posons 

(,-+■„  —  i)(f  —  „) 

(21—   l)(2l) 
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d'où 

(4  —  z)/2  —  (6  —  z)i  +  n\n  —  \)z  ■+■  a  =  o. 

i°.  Si  l'on  a  z  >  !\ ,  le  premier  membre  de  cette  équation  deviendra 
négatif  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  i;  on  aura  donc,  pour  de 
grandes  valeurs  de  cette  quantité,   «  >  i,   et  la  série  M  sera  divergente. 

■2°.  Dans  le  cas  de  z  =  4>  Ie  premier  membre  de  l'équation  sera 
pareillement  négatif  pour  de  grandes  valeurs  de  i,  et  la  série  M  sera 
encore  divergente. 

3°.  Mais  si  l'on  a  z  <  4  >  le  rapport  a  deviendra  inférieur  à  l'unité, 
et  notre  série  sera  convergente. 

La  même  discussion  ,  appliquée  à  la  série  N,  fait  voir  qu'elle  est  con- 
vergente pour  z~  4-  Conséquemment ,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (6)  et  (7)  seront  convergents  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de 
y  comprises  entre  les  racines  des  équations 

7^  =  4,      7^7-4' 
savoir, 

x  =  2  :t  a  y  a  ,      j  =  a+  2\/2; 

ou ,  en  séparant  les  racines, 

«'  =  +  4)^28. . . ,      jr'  =z  —  0,828 .  . . , 

je"  =— 0,828. .. ,     jr"=  +  4,828.... 


Développons,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  et  par  la  for- 
mule du  binôme,  les  deux  membres  de  l'équation  (1).  Tant  que  la 
variable  x  sera  comprise  entre  x"  et  -+-  1,  ces  deux  développements 
seront  convergents;  et  comme  cette  équation  est  démontrée  lorsque  // 
est  entier,  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  seront  égaux  dans 
ce  cas;  donc,  d'après  un  raisonnement  connu,  ils  le  seront  encore 
lorsque  l'exposant  «  sera  quelconque.  Ainsi,  la  formule  (1)  est  vraie 
pour  toutes  les  valeurs  de  n,  et  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
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x"  et  +  i .  Donc  aussi  l'équation  (3)  est  démontrée  pour  un  exposant 
quelconque,  et  pour  les  valeurs  de  y  comprises  entre  y"  et  —  \. 

De  même ,  si  nous  développons  les  deux  membres  de  cette  dernière 
équation ,  nous  reconnaîtrons  qu'elle  est  vraie  pour  les  valeurs  de  y 
comprises  entre  —  \  et  y'  ;  d'où  il  résulte  que  l'équation  subsiste  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  -+-  i  et  x' . 

En  résumé ,  les  équations  (i)  et  (3)  sont  vraies  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'exposant  n,  et  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  comprises  entre 
i  (i  —  ya)  el  a  (i  -+-  y' a  ). 

VI. 

Si ,  dans  l'équation  {j),  nous  remplaçons  y  par  x,  les  équations  (6) 
et  \j)  donneront 

M  -f-  N.r  =  (i  -+-  x)n,         M(i  -i-  x)  —  Nx  =  (i  -i-  x)'-"; 
d'où 

M  =  ('  +  -rJ"  +  ('  +  J)'~'  N  _  (i-f-g)'4-—  (i -+-*)'— 

2  -\-X  x{7.  -\-  x) 


Ainsi, 


t   ■    "("—'),  _,_  ("+')"("-I)("-2).,  ,    («+2)(«+l)«(«-l)(«-2)(/»-3) 
1.2  1.2.3-4  1.2.3.4.5.6 

_  (l    +  j)"-|-(i-f.  j)'-" 

2  -\-  X 

n        (n  +  \)n(n  —  i )  («  -+-  2)  (n  -+-  1  ) n  (n  —  1 ) (n  —  2)    ] 


(9) 


1.2.3  I.2.3-4-5 

_{i+xy+n— (i+*)m 


x  (2  -(-  x) 


Ces  deux  résultats,  indiqués  dans  le  Mémoire  d'Euler,  donnent  en  par- 
ticulier, en  prenant  z=i,    d'où   x  =  £ (1+  y/ 5): 

.,„•,     .    ,      "("—  ')  ,     (n  +  i)n{n—i){n  —  i)  _(3+y/5)"+a(3— y/5)*~' 
1.2                         ..2.3.4  2"-'(5-Hy/5) 

^       («+i)/i (/1-1)  (w+a)(a+i)»(H-i)(«-a)  _(3+y,5)'H"'-4(3-  y^)"~' 
111    1  "*   '     1.2.3                 ~'7T^73.4.5       ~  +  2»(5+3y/5) 
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Ces  deux  dernières  formules  donneront  encore,   par  l'addition  et  la 
soustraction  , 

n  n\n — i)  n-\-\)n{n  —  i)         (n+i)n(n — i)(/z — 2) 

|  I  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

[11     l 

l  _   5+  y/5  /3-t- v^V'        5-ay/5  (3  —  y/5)""' 

[  IO  V         2  /  10  2"-2 

b(ji — 1)         [n+i)n(«  —  1)         (n-\-i)n(n — i)[H  —  2) 


(i3ï 


l         1    '       1.2  1.2.3  1.2.3.4 

|  _  5  — 3y/5/3+s/5\"         y/g  (3—  y/g)""' 

10        \       2        /  10  2"— 2 


VII. 

Après  avoir  mis  l'équation  (1)  sous  la  forme  (4  ,  cherchons,  dans  le 
développement  du  second  membre,  ordonné  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  x,  le  coefficient  de  xk. 

En  représentant  toujours  par  Cm>,  le  coefficient  de  xq  dans  (1  -\~x  '". 
nous  aurons  : 
Pour  le  coefficient  de  xk~2p,  dans  (1  -+-  x)~p, 

(—  i)A-*>C*_p_,>p_,; 

et  pour  le  coefficient  de  xk~ip~\  dans  (1  +  x)~p, 

( .\A-2p-l    p 

Ainsi  ,  le  coefficient  de  xk,  provenant  de 


^n+p-l.tp-^  +xy  -r-  ^,,+p.  2/)+,  ^  +^p' 
sera 

(      1)  [^«+j-i,î;  X  Lj_p_tpJ)_,        U+p,2p+i  X  CA_/>_2/,_ ,) . 

Si  donc  nous  donnons  à  p  les  valeurs  1,2,  3,  . . . ,  nous  aurons 

{  ~  ^  lv» +/»■—),  2p  X    *-*k  —  p—t,p—i  ^n-t-p,  2p+{    X  C^_p_2p  _,), 
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c'est-à-dire . 


r, 


n (n  —  i )  (n  —  l)...(n  —  k  + 1 )  n (n  —  i)  («  -+- 1  ) n  (n  —  i ) 

1.2.3 /  ;  .2      '  1.2.3 

!n-hi)n(n  —  i)  (n — 2)     k — 3  (n+-2.)(n-i-i)  n  (n — i)(n—  1)  k —  4 

1.2.3.4  '  1.2.3.4.5  1 

(«  -+-  2)  (n  ■+-  i)n  [n  —  \)[n  —  2)  [n  —  3)   k  —  4  k  —  5 
1.2.3.4.5.6  1  2 


Dans  ces  deux  dernières  formules,  k  est  un  nombre  entier  positif  ; 

la  variable  p  doit  être,  dans  tous  les  cas,  moindre  que  .  et  si  n 

est  entier  positif,  elle  doit  être  moindre  que  n.  Enfin ,  on  doit  prendre 
!e  signe  +  ou  le  signe  —,  et  le  nombre  des  termes  doit  être  impair  ou 
pair,  selon  que  k  est  pair  ou  impair. 

VIII. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  variable  z  positive. 
Admettons  maintenant  qu'on  lui  attribue  des  valeurs  négatives,  et  exa- 
minons dans  quel  cas  les  séries  M  et  N  seront  convergentes. 

Nous  avons  trouvé,  dans  le  §  IV,   pour  l'expression   du   rapport 

d'un  terme  de  M  à  celui  qui  le  précède.      .   .'      '   '"      '    z.   Si   le   fac- 

^  r  (2.1  —  11  [11) 

teur  3  est  négatif,  il  est  clair  que,  pour  de  grandes  valeurs  de  i ,  ce 
rapport  sera  constamment  positif.  Donc,  à  partir  d'un  certain  rang, 
tous  les  termes  de  la  série  M  seront  de  même  signe;  et  comme  le  coeffi- 
cient des  est,  abstraction  faite  du  signe,  égal  à  — i^- -,  quan- 

tité  inférieure  à  j  lorsque  i  sera  suffisamment  grand,  il  s'ensuit  que 
si  la  variable  z  est  comprise  entre  o  et  —  4 ,  la  série  M  sera  con- 
vergente.  L'application  de  la  règle  de  M.  Raabe  ferait  voir  que  cette 
série  devient  divergente  à  partir  de  z  =  —  /j. 

Les  mêmes  considérations,  appliquées  à  la  série  N,  conduisent  aux 
mêmes  conséquences. 

Actuellement ,  l'équation 

=  z,       ou       X    —  zx  —  z  =  o. 
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Ces  deux  racines  sont  imaginaires  tant  que  z  est  comprise  entre  o  et 
—  4  '•  nous  pourrons  donc  les  représenter  sous  cette  forme 

x=  —  (i  —  a)  ±@)/—  i,   . 
en  posant 

<z  =  ±z+i,         0»  =  -,,**-*. 
Ces  deux  dernières  équations  donnent 

a2  H-  /S2  =  i  ; 
ainsi  nous  pouvons  prendre 

a  =  cos  w ,  |3  =  sin  g>  ; 


H 'ou 


et 


Z  =  —  2  (i  —  cos  u)  =  —  4  sin2  i  w  » 


i  +  a:  =  cos  u  ±  y —  •  sin  u- 
Ces  valeurs,  substituées  dans  l'équation  (6),  donnent 

(cos m  ±  y —  i  sinw)    =  i  —  4     sin^w 


i  sin   \<ù±\j  —  i  sm  w 


7~4 — r^s — '^h«+...J(- 

Mais , 

(cos  w  ±  y —  i  sin«)n  =  cos  nu  ±:  y —  i  sinrau,  sin  w  =  2  sin^co  cos^  w  ; 

donc,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y  —  ' , 

n(n — 1)|    .    2  , 


cosmw  =i—4 


.,  (n-\-i)n(n  —  i)(n  —  ■?.) 

sin'  |  u  +  4    ■ 


2.4 


I .2.3.4 

(n-+-  i)n  (n—  1) 

~    1.2.3 
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r 


(n-\-i)n(n  —  i)    .    ,   . 


1 1  i    sin  nw  =  sin  o)  .    +  2)  {n  +l)H(a_,)(<t_a) 

*    r^TM^-  2  "J 

On  réduit  aisément  les   coefficients  des   puissances  de  sin  |  éa    dans 
l'avant-dernière  équation,  et  on  la  ramène  alors  à  la  forme 

jcos„M  =  I_4.^sinHo)  +  4^^ti^l^sinM- 

)  _4a  (ji±3 ("  ^yA?^"'1  s1"6  i  M  +  •  •  ■ 

*    '  I .2.3.4-5.D 

Dans  ces  deux  formules ,  l'arc  m  doit  être  compris  entre  o  et  n. 

IX. 

Les  séries  (16)  et  (17)  conduisent  à  un  grand  nombre  de  résultats 
plus  ou  moins  remarquables. 

D'abord  ,  si  nous  supposons  successivement 


w  =  -,         W  =   -s-, 


nous  obtiendrons 

(18)      sinT_-VJ[j; j-^-g-  ,.4.3.4.5" -]' 

nr.  n-         {n+î)n-(n —  i)       (n-i-2.)  (n-{-i)  n*  i  n — i)(n — 2) 

no       COS-2-  =  I 1 à  > 4  /  g  g -  +  ..., 

3  1.2  1.2.3.4  '  .2.3.4.5.6 

20]      sin  —  = 1  s - — ^ 1-  S 

2         1  1.2.3 


ai]     cos  —  =1  —  2 1-  2 


1.2.3.4.5 

(n  +  ij«:  («  —  1) 


1.2.3.4 

3  L1  1.2.3  1.2.3.45 

,    „.  2/Jw  .,    ir  „ n(n-\-  i)n-  (n  —  i) 

.  \     cos  -—  —  \  —  3 h  32  v '- — \ '■  ■+-  . . . 

3  1.2  1 .2.3 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  171 

Si,  clans  les  équations  (18)  et  (19),  nous  faisons 

n  =  {,        n  =  |,        n  =  f, 
il  viendra 

,    ,\  1  1  1  i.3  i.3.5  1.3.5.7 

^/3  2  2.2*  2.4.2*  2.4.b.27  2.4.6.8.  29 

r\  ,ô  I  I  1.3  1.3.5 

125)  \5  — 


2.2  2  .  4  .  23  2  .  4  . 6  .  25  2.4.6.8.27 

,.  /1  3  7.3.1  11. 7  . 3.  i.5  i5. 11. 7. 3. i.5. 9 

V  3  ~  4  +  1.2.3.43  +  1.2.3.4.5.4*  +  1.2.3.4.5.6.7.4'  " 

>        2-  4  3  7.3.1  11. 7. 3. i.5 

(27)      3ya  ~  3  ~~  7TÏ4  ~~  1.2.3.4.43  —  1.2.3.4.5764"'  ~~ '••' 

r  q\       2    ,5  3  5  7.1  9. 1 .3  1 1 . 1 .3.5 

3  2         2.2a        2.4.2*        2.4.6.2'         2  4-6. 8. 2" 

,  2  3  5  7.1  q. 1 .3 

""  3  2.2  2.4-23  2.4-6.2*  2.4.6.8.2' 

En  prenant,  dans  les  équations  (20)  et   21), 

n  =  \,       n  =  {,       n  =  |, 
nous  aurons  de  même 

4.2  2  7.4.2.5  3      10.7.4.2.5.8 


3o 


2        3  1.2.3.3  1.2.3.4.5.3*  1.2.3.4.5.6.7.3' 


3,>       l  ,3-3  _2  — aa         4-a  _23 7-4-a.5 

(OIj  2VJ-^        2,.2.3       2    ,.2.3.4.3  2    i.p.3.4.5.6.3* 

.,  1         i.3          i.3.5 

$2  Va  =  1  +  7  +  7-0 


4      4.8      4.8.12   

,,„  ,-  _  o  _  5  _  7^  _  9-1-3     _    n.i.3.5 

v2  4        4.8        4.8.12        4.8.12.16 

Les  équations  (22)  et  (23)  conduiraient  à  des  résultats  du  même  genre. 
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X. 

Dans  l'équation  (16),  divisons  les  deux  membres  par  //.;.  puis 
supposons  que  n  diminue  indéfiniment;  à  la  limite,  nous  pourrons 
supposer 

sin  nu   _ 
d'oïl 


i, 


^in^^'  +  l'oi8111'^-'  i3  ririrz  »"»" 


2.3""'  »»-'-*•   34^a'"  ■ '"  ■    '   4.^.«;;: 
Cette   série  donnera,  par  les  hypothèses    w        =,      m 

»  '        ô   I  '  ' -2  1.2.3  I 

"        3  ■--    ;V3[-    •     ..3  +  3^5^^5,,  - 

36      -=nr_  +  _K  +  r_-i- 


2.4  ■  •  )  2.4.6 


3       3.5       5.7       5.7.9       7  ■  9  •  '  '        7 . 9 . 1 1 . 1 3 

2n       .      .1  3  3.6  3.6.Q  3.6.0.12 

v    '       3        -'|  2.3        3.4.5        4-5.6. 7        5.6.7.8.-9 

La  comparaison  des  équations  (35)  et    3^    donne  encore 

,Q  3  3.6  1.6. q  T  '  '■-'■         '-3.4  | 

,8     '    •    :..3+3^  +  4.5.6  7+-"=T  +  ^3.4.5  +  i    ■-  I 

\l 

Si.  dans  l'équation    17  .  nous  retranchons  les  deux  membres  de   1. 

nous  aurons 

1  —  cos«oj  =2  sîn2irew=a  —  sur^  w— 4 , —  sm*  £u 

^1.2         -  1 .2.3.4 

d'où 


(    '-U.    \    =i|4     '     sm^co-^ 


tn  +  1      //  —  1 

^ '  sin*  '   o    h  ...    ; 

r  .2.3 
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puis,  en  supposant  n  =  o. 

Les  équations  (34)  et  (3g)  permettent,  comme  on  le  voit,  de  déve- 
lopper un  arc  ou  son  carré  suivant  les  puissances  du  sinus  de  cet  arc: 
elles  supposent,  ainsi  que  les  précédentes,  w  <  n. 

Si,  dans  l'équation  (3g),  nous  supposons  successivement 

w  =  i  7r ,        w  —  \n,       u  =  |-  n , 
nous  aurons 

,  n-  i  i  1.2  1.2.3 

(4o)         7Q      =— ~     ' 


.2       2.3.4       3.4.5.6       4-5-6. 7 

1  r    s         *'  '  '  2  2  2.4  2.4 

ib  2  3.4        3.5.D        0.7.0        5.7.9.10         7.0. 11. 12 

(42)     JLff*  =    1  +       3      +      3,6  3.6.9  3-6.g.,a 

v  27  2        2.3.4      3.4.5.6      4.5.6.7.8      5.6.7.8.9.10 — 

XTI 

Revenant  à  l'équation  (1),  je  la  mets  sous  la  forme 
(i+x)"— 1_  1^  ,    n  —  1     ^       .     («+i)(«_i)    *» 


.  2    1  -H.r  1.2.3        1  +.r 

(«  +  l)(«—  l)(>8  —  2)  J' 

..2.3.4         (i-+-^v  "*"  •••• 

Si  l'exposant  //  diminue  indéfiniment,  nous  aurons 

. .         (  1  -+-  x)"  —  1  1       x  ■  ix' 

uni.  ! =  x  - . r  

«  2     1  -+-x  2.3    I -|-x 

1  x  ''  1.2  .r 

3.4   (l  +  ^)3  3.4.5   (1  +  .^-  ~~ 

(1  _|_  x)" 1 

La   fraction se  présente  sous  la  forme  {■  quand  on  \   fail 


|*]  La  formule  (3g)  est  due  à  de  Stainville;  elle  se  trouve  dans  le  Cours  d'Analyse 
de  M.  Cauchy.  Au  reste,  la  plupart  des  résultais  contenus  dans  res  derniers  paragraphes 
sont  probablement  connus:  si  je  les  ai  rapportés,  ce  n'a  été  que  pour  montrer  com- 
bien la  formule  d'Euler  est  fertile  en  conséquences. 
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71  =  o:   mais,  en  appliquant  la  règle  ordinaire,  on  trouve  que  sa  li 
mite  est  égale  au  logarithme  népérien  de   i  -+-  x  ;  donc 


I  x1 


,  1.  (  1   -I-    x)  =  X 

I  2   i-hx         2.3    i-Kr 

I  X*  1.2  X' 

+  34  (ï+*j»  +  3/4.5  u+iy 


Otte  série  est  convergente,  aussi  bien  que  les  précédentes,   entre 
x  =  2  (1  —  ^2 )     et     x  =  2  (f  +  \/a  ) . 
Elle  donne,  par  exemple, 

,         1  1  1  1.2 

2.2  2.3.2  3.4-2'  3.4   5.2* 
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NOTE    SUR    L'HÉLIOSTAT, 
Par  M.   CABART, 

Kepétiteur  à  I  Ecole  Polytechnique. 


Les  ingénieuses  solutions  que  le  problème  de  J'héliostat  a  reçues 
dans  ces  derniers  temps  conduisent  à  des  dispositions  très-dissem- 
blables qui  ont  peut  être  éloigné  l'attention  du  principe  unique  dont 
elles  dérivent  toutes.  L'étude  comparée  des  divers  instruments  peut  l'y 
ramener  en  faisant  voir  que  ces  solutions,  différentes  en  apparence , 
satisfont  à  une  condition  générale  qui  ne  paraît  pas  susceptible  de 
changer,  comme  essentiellement  liée  à  la  question  même,  telle  que 
doit  se  la  poser  l'artiste  : 

Les  rayons  solaires  décrivant  une  surface  conique  droite  dont  l'axe 
est  la  ligne  des  pôles  et  dont  l'angle  au  sommet  varie  d'un  jour  à 
l'autre  dans  des  limites  comiues,  conduire  un  miroir  qui  réfléchisse  ces 
rayons  suivant  une  direction  donnée. 

Le  mouvement  de  ce  réflecteur  doit  nécessairement  dépendre  de 
celui  d'une  ligne  mobile  décrivant  parallèlement  aux  rayons  incidents 
un  cône  oblique  autour  de  la  ligne  de  réflexion  constante;  la  ligne 
mobile  et  la  ligne  fixe,  issues  d'un  même  point,  doivent  être  également 
inclinées  sur  le  plan  du  réflecteur.  C'est  par  le  mode  de  liaison  entre  le 
réflecteur  et  la  ligne  mobile,  et  par  le  sens  de  sa  direction  par  rapport 
aux  rayons  solaires,  que  les  héliostats  peuvent  différer. 

Dans  l'instrument  de  S'Gravesande  les  deux  lignes  d'égale  inclinaison 
sont  dirigées  en  sens  contraire  du  mouvement  de  la  lumière,  elles 
forment,  avec  une  ligne  rigide  perpendiculaire  au  plan  du  miroir,  un 
triangle  isoscèle  dont  la  ligne  rigide  est  la  base.  La  longueur  des  côtés 
varie  avec  la  déclinaison  du  Soleil. 

Dans  l'instrument  de  Gambey  le  triangle  isoscèle  est  matériellement 
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constitué.  Deux  lignes  rigides  de  longueurs  égales  dirigées,  comme 
dans  le  premier  instrument,  à  la  rencontre  des  rayons  lumineux,  sont 
liées  par  des  articulations  convenables  à  une  ligne  de  longueur  va- 
riable située  dans  le  plan  du  réflecteur  et  passant  à  son  centre.  Les 
deux  côtés  du  triangle  isoscèle  conservent  invariablement  leur  lon- 
gueur pour  toutes  les  déclinaisons. 

M.  Silbermann  dirige  les  deux  lignes  d'égale  inclinaison  dans  le  sens 
les  rivons  solaires.  Le  miroir  placé  au  point  de  concours  de  ces  lignes 
conserve  sur  chacune  d'elles  une  égale  inclinaison  au  moyen  d'un 
dispositif  simple.  Deux  lignes  égales  articulées  entre  elles,  et  sur  les 
premières  distances  égales  de  leur  point  de  concours,  forment  un 
quadrilatère  isoscèle  dont  le  sommet  opposé  au  miroir  est  assujetti  à 
suivre  une  directrice  normale  à  son  plan. 

On  est  inévitablement  conduit  à  ce  dispositif  quand,  partant  de  la 
construction  si  élégante  de  M.  Gambey,  on  se  demande  quel  moyen 
mécanique  y  suppléerait  si  l'on  transportait  le  réflecteur  parallèle- 
ment à  lui-même  au  sommet  du  triangle  isoscèle  fermé  par  l'appendice 
qui  le  fait  mouvoir. 
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NOTE 

Sur  une  propriété  relative  aux  racines  d'une  classe  particulière 
d  équations  du  troisième  degré, 

Par  R.  LOBATTO, 

Professeur  de  Mathématiques  a  l'Académie  royale  de  Délit. 


1.  M.  le  professeur  Young,  dans  son  Traité  intitulé  The  Analjsis 
and  solution  ofcubic  and  biquadratic  équations,  publié  à  Londres  en 
1842,  a  fait  connaître  les  formules  suivantes  pour  obtenir  les  valeurs 
numériques  de  deux  racines  quelconques  xK ,  x2  de  l'équation 

x3  -t-  px  -+-  q  =  o , 

la  troisième  x  étant  connue  : 

2  6q  -4-  Ipx  2  iq  -+■  IpX 

Ces  deux  formules,   qui  n'en  forment  qu'une  seule  en  donnant   le 
double  signe  au  radical,  peuvent  être  démontrées  ainsi  qu'il  suit. 

2.  On  a ,  d'après  la  formule  de  Cardan ,  en  posant 

[jr  =  \/-  l  +  vÎ?+sVa>3, 

(I)  3     _____ 

pour  la  valeur  d'une  des  racines , 

*  =  y  -+- z- 

Les  deux  autres  seront  comprises  dans  l'expression 

(2)  -\  [x  ±{j-z)  y'- 3]. 

Tome  IX    -  Mai  1844.  23 
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11  s'agit  maintenant  d'obtenir  la  valeur  de  la  différence  j  —  z  en 
fonction  de  x  et  des  coefficients  p,  q.  Pour  cela,  les  formules  (  i)  don- 
nent les  relations 

j3-z3  =  av/|<72  +  tjP3,     j3  +  z3--q,    jz=-^- 

On  a  d'ailleurs 


yi  —  zi  _  y3 


ajrz, 


y  —  z         y  ■+■ 
d'où  l'on  déduira,  après  les  substitutions  nécessaires, 

y  —  z  x  3 

partant , 

y  _    z  —    —    3*  VV  +  T7  j»3  ^ 
"^  3i/  +  2/ur 

ce  qui  change  la  formule  (2),  toutes  réductions  faites,  en  celle-ci  : 
*  _i_  v' — Pl — ^jI* 


(3) 


3<?  ■+-  ipx 


expression  très-propre  au  calcul  des  deux  autres  racines ,  chaque  fois 
que  la  quantité  sous  le  radical  représente  un  carré  parfait,  ce  qui  aura 
nécessairement  lieu  lorsque  les  trois  racines  seront  des  nombres  com- 
mensurables.  Il  peut  arriver  cependant  que  cette  quantité  soit  un 
nombre  carré,  sans  qu'aucune  des  trois  racines  ait  une  valeur  commen- 
surable. 


3.  Dans  le  cas  où  v^—  p3  —  6  f  q2  est  un  nombre  irrationnel,  il  sera 
préférable  de  calculer  les  deux  racines  inconnues  à  l'aide  de  la  formule 

ou  de  celle-ci 

à  laquelle  on  parvient  facilement  de  la  manière  suivante. 
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On  a,  en  vertu  des  propriétés  des  trois  racines, 

_  q 

donc 

x,-,,=±N/^|=±N/s±s=iv/ïi;=±2V/ifz;, 


I       3-r2  x  I       3xJ 

V-T-P'      =-ï-V-T 


4       ^ 
En  appliquant  la  formule  (3)  à  l'équation 

x3  —  7.x  -1-  7  =  o. 
qui  donne 


/>  =  — 7,     q  =  7,     s/—p3  —  6  \q2  =  s/343  —  33o,75  =  3,5, 
on  trouvera ,  pour  les  valeurs  des  deux  racines  x{ ,  .r2  > 


2        6  —  4r 

4.  Il  parait,  d'après  l'auteur  que  nous  avons  cité  ci-dessus,  qu  un 
de  ses  compatriotes,  M.  Loclihart,  possède  une  autre  formule  pour 
exprimer  ces  racines  sous  forme  rationnelle,  lorsque  la  quantité 
—  p3  —  6  -f-^2  est  un  nombre  carré.  En  effef ,  ce  dernier  géomètre  doit 
avoir  publié  en  1837,  dans  un  ouvrage  sur  la  résolution  des  équations 
numériques,  que  deux  racines  quelconques  de  l'équation 

x3  —  io,,r  —  3o  =  o, 

qui  remplit  la  condition  énoncée,  et  qui  a  pour  racines  5,  —  3,  —  s, 
peuvent  s'exprimer  par  deux  fractions  rationnelles  dont  l'une  est 


,r\  /i63j-t-36i\ 

^  '  ~  \57x-h  107/' 


où  l'on  peut  prendre  pour  x  une  des  trois  racines  à  volonté,  de  ma- 

23.. 
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nière  que  cette  seule  fraction  renferme  à  la  fois  les  deux  racines  in- 
l  on  nues. 

Cette  expression  assez  remarquable  diffère  de  celle  donnée  par 
M.  Young,  puisqu'en  appliquant  sa  formule  (3)  à  l'équation  proposée, 
on  trouve  la  formule 

_  x      -+-       l^x 
2  45  +  19^ 

qui  ne  lui  semble  pas  réductible  à  la  précédente. 

N'ayant  pas  connaissance  du  travail  de  M.  Lockhart  sur  cette  ma- 
tière, j'ai  tâché  d'obtenir  la  formule  générale  d'où  l'équation  (5)  a 
été  déduite,  et  qui  doit  avoir  la  forme 

Ax  +  B 

A'x+B'' 

A.  B,  A',  B'  étant  des  nombres  entiers.  J'y  suis  parvenu  de  la  manière 
que  je  vais  actuellement  exposer. 

5.  Comme  la  réalité  des  trois  racines  exige  que  le  coefficient  p  soit 
un  nombre  négatif,  nous  présenterons  la  proposée  sous  la  forme 

x3  —  px  -h  q  =  o , 

p  étant  toujours  positif,  et  q  d'un  signe  quelconque. 
Mettons ,  pour  abréger,  la  quantité 


les  deux  racines  .r,,  x2  seront  comprises  dans  la  formule 


3<7  —  ipx 


Or,  si  l'on  remplace  la  fraction  —, —.  par   — ■ —  ,  il  est  évident  que 

'  Ax-)-JtJlx-)-c  T 

cette  dernière  expression  ne  pourra  renfermer  la  valeur  d'une  racine  x , 
ou  x2.  à  moins  de  satisfaire  à  l'une  des  deux  équations 


3q  —  2/JX 

rx  _  ax-\-b 

J>q  —  2px  x  -\-c 
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Lorsque  la  première  aura  fourni  les  valeurs  des  inconnues  a.  b.  c  en 
fonction  de  p,  q  et  r,  il  ne  s'agira  que  d'y  changer  r  en  —  r  pour  ob- 
tenir les  valeurs  de  a,  b,  c  qui  conviennent  à  la  seconde  des  équations 
précédentes. 

On  tire  de  la  première 

rx  ax-\-b         x         x2  -+-  (p.a  -f-  c)  x  ■+-  ib 

3q  —  ipx  x  -+-  c  1  2  (x  ■+■  c) 

ou  bien ,  en  posant  in  +  c  =  a', 

zrx  (x  +  c)  —  (3q  —  ipx)  [x2  -+-  a'x  -+-  ib). 
Développant  et  réduisant,  il  vient 

?px3  -+-  {par  —  3q  -+-  apa')  x2  ■+-  {"xrc  -+-  [\bp  —  3qa'  )  x  —  6bq  =  o, 
et ,  après  avoir  divisé  par  ip , 


x3  -+-  (— q-  +  a! \  x2  4-  lib 


2rc  —  3qa'\  3bq 


Cette  équation  du  troisième  degré  devant  nécessairement  être  iden- 
tique avec  la  proposée 

x3  —  px  -h  q  =  o , 
U  en  résulte,  pour  déterminer  les  valeurs  de  a,  b,  c,  les  trois  relations 

,,.>     2r — 3o  .  j        2rc  —  37a'  3£<7  ,  /, 

(6)    i-4-a'=0,    ib-\ '—=—p.    — L  —  —  n      ou   (,  —  _£, 

V    '  2p  ip  '         p  "'  3 

La  seconde  se  réduit  alors  à 

2.rc  —  Saa'         p 

? h%  =  O. 

ip  3 

En  y  substituant  la  valeur  de  a',  déduite  de  la  première,  on  trouvera 


2rc  +  é,  (2r  _  3î)  +  \  =  °' 


ou,  en  réduisant, 


[\prc  ■+-  6qr  —  gq2  -+■  ~  =  o. 
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Or,  puisqu'on  a 

4/'2  =  [\p3  —  l'jq2, 

la  dernière  équation  se  change  en 

[\prc  +  6qr  -+-  f  r2  =  o  , 
d'où  l'on  tire  enfin 

«  =  -(=**)• 

Quant  à  la  valeur  de  a,  on  l'obtient  directement  à  l'aide  de  la  pre- 
mière des  équations  (6),  qui  donne  à  cet  effet 

,  3(7  —  ir 

ia  =  a   —  c  =  — c , 

i   /3<7  —  2/-2/--f-gy\    9?  —  2 r 


;( 


2/)  6p      /  3p 


Les  valeurs  trouvées  pour  a,  b,  c,  fournissent  ainsi  pour  une  des  ra- 
cines qui  conviennent  au  cas  de  r  positif, 


(99  —  2r\  _      /> 

v  6^  ;  -^  3 


99    +    2r 

ou  bien,  en  donnant  à  cette  expression  la  forme  —, — — ô?> 
17)  x   =  (9?  — ar)-g  — af' 

En  y  changeant  le  signe  de  r,  on  en  déduira  sur-le-champ,  pour  la  va- 
leur de  la  seconde  racine  x2 ,  la  fraction 

8)  X    —  (9?  -t-ar)j  — 2/?' . 

2         6/?x  —  (gy  —  2  r) 

ce  qui  revient  à  changer  A  en  B,  et  réciproquement. 

6.  Telles  sont  les  deux  fractions  rationnelles  qui  expriment  les  deux 
racines  xt ,  x2  en  fonction  de  la  troisième  x ,  pourvu  toutefois  que 
r  soit  un  nombre  commensurable. 

Remarquons   encore  que   x  pouvant  représente!'    une  quelconque 
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des  trois  racines,  il  faudra  que  la  formule  (7  reproduise  celie  (8^, 
en  y  substituant  à  la  place  de  x  la  valeur  de  x{  donnée  par  la  for- 
mule (7)  même.  C'est  ce  qui  se  vérifie  en  effet;  car  on  aura  alors 

[(97  —  7.r)x  —  lp*~\ 

rL6px  —  (974-  2/-)J       ^ 
_  [(97  —  irf  —  1  2/>3]  x  -+■  8p2  r 
—  i^prx  -+-  (97  -H  2  r)2  —  i  ipi 

(36<yr-f-  8r2).r-f-  8p7  r   (gq  +  zr)  x  —  ip1 

—  I^prx  -r-36r/r — 8r2  6px  —  (917 — ir) 

résultat  qui  s'accorde  avec  la  formule  (8). 

Appliquons  à  présent  ces  formules  à  l'équation 

x3  —  igx  —  3o  =  o, 
où  l'on  a 

p3  =  685g,      ^-  =  6o75,     r  =  v'784  =  a8; 

g</  —  %r  =  —  270  —  56  =  —  326,     97  -4-  ar=  —  270+  56  =  —  2i4î 

donc 

'326^  +  2X  36i\  /i63.z -f- 36i 

x,  =  —  ■ 


expression  conforme  à  celle  donnée  par  M.   Lockhart  (n°  4). 
On  trouvera  de  même 

_  _   /'iQ7*  +  36i\ 

*2  —      \  57X+163  r 

Mais  la  première  de  ces  formules  suffirait  au  besoin,  puisqu'elle  ren- 
ferme deux  racines  à  la  fois  ,  ainsi  que  nous  venons  de  le  montrer  d'une 
manière  générale. 

7.  La  formule  (7)  va  nous  conduire  maintenant  à  une  propriété  re- 
marquable appartenant  aux  racines  d'une  classe  étendue  d'équations 
de  la  forme 

x3  —  px  -+-  q  =  o. 
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lorsqu'on  les  développe  en  fractions  continues  d'après  la  méthode  de 
Lagrange.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que  ces  fractions  (les  racines 
étant  supposées  toutes  les  trois  réelles) ,  se  termineront  chacune  par  les 
mêmes  dénominateurs  partiels,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  calcul 
de  ces  dénominateurs,  à  l'aide  des  diverses  équations  transformées, 
finira  par  produire  la  même  transformée  pour  chacune  des  trois  ra- 
cines. 

C'est  ainsi ,  par  exemple,  qu'en  traitant  l'équation 

oc3  —  7-r  -+-  7  =  o 

par  la  méthode  dont  il  s'agit,  on  obtiendra  pour  les  deux  racines  posi- 
tives comprises  entre  i  et  2,  les  fractions  continues 


X  =  1   -f- 


4-+-->  4  +  -' 

y  y 

et  pour  la  racine  négative  comprise  entre  —  3  et  —  4  > 

—  x2  =  3  -+-  - , 
y 

y  étant  la  racine  positive  de  l'équation  transformée 

y3  —  ioy2  —  C)Y  +1=0, 

de  sorte  qu'il  suffira  de  connaître  le  développement  de  cette  racine 
pour  en  déduire  celui  des  trois  racines  x,  xt,  x2  [*]. 

S.   Tâchons  d'abord  d'établir  les  conditions  qui  doivent  être  véri- 


[*]  Dans  une  Note  sur  la  resolution  des  équations  numériques,  insérée  au  tome  Ier 
de  ce  Journal ,  page  34 1,  M.  Vincent,  en  faisant  ressortir  la  dépendance  des  trois  ra- 
cines de  l'équation 

or  —  7.r  4-  7  —  o, 

observe  avec  raison  que  la  propriété  dont  jouit  l'équation  en  y  mériterait  peut-être 
un  examen  spécial.  Nos  recherches  renferment  l'explication  complète  de  cette  pro- 
priété, en  indiquant  les  circonstances  où  elle  pourra  se  réaliser. 
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fiées  par  l'équation  en  x,  pour  que  celle-ci  puisse  satisfaire  à  la  pro 
priété  que  nous  venons  d'énoncer. 

Supposons,  à  cet  effet,  qu'après  avoir  obtenu  pour  une  des  racines  ,r 
la  série  des  dénominateurs  fournis  par  les  transformées  successives 
jusqu'à  celle  en  y,  les  fractions  réduites  qui  se  rapportent  aux  deux 

derniers  dénominateurs  soient  exprimées  par  —,  ->;  il  est  évident, 

d'après  la  théorie  des  fractions  continues,  que  la  valeur  complète  de 
cette  racine  sera 

P  +  Q7 
x_P'  +  Q'r 

Désignant  de  même  par  — p    -,   les   deux  dernières  fractions   réduites 
relatives  à  une  seconde  racine  x,,  on  aura  pareillement 

IVH-Nj 


X,  = 


M'+Ny 


la  transformée  en  y  étant  supposée  la  même  pour  chaque  racine. 
On  tire  de  la  valeur  de  x , 

_  p  —  v'x 

y  -  q>-q  ' 

cette  expression  change  la  valeur  de  x,  en 

(MO/  —  NP')  x  ■+■  NP  —  MQ 
Xs   ~~    (M'Q'  —  N'P'  )  x  ■+-  N'P  —  M'Q  ' 

qu'on  pourra  présenter  sous  la  forme  simplifiée 

Ax+  B 


(9) 


A'^  +  B' 


Or,  puisque  P,  Q,...  sont  des  nombres  entiers,  il  en  sera  de  même  des 
nombres  A,  B,  A',  B'.  Donc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  précédemment 
démontré,  la  propriété  dont  il  s'agit  exige  en  premier  lieu  que  la  quan- 
tité/;3 —  6  |  q%  soit  un  carré  parfait. 

Il  reste  encore  à  satisfaire  à  une  seconde  condition  dépendante  des 
propriétés  des  fractions  continues.  En  effet,  les  nombres  P,  Q,...,  qui 
entrent  dans  la  dernière  valeur  de  x,  doivent  évidemment  vérifier  les 

Tome  IX.  _  Mai  1844.  "i-k 
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équations 

PQ'  -  P'Q  =  ±l  i ,     MN'  -  M'N  =  ±  i . 

En  partant  de  ces  relations  on  s'assure  bien  vite  que  les  nombres  A,  B, 
A',  B'  fournissent  également  la  relation 

A'B  -  AB'  =  ±  i . 

9.  Comparons  la  valeur  de  x,,  donnée  par  la  formule  (9),  à  celle 
obtenue  (n°  5)  en  fonction  de  p,  q,  r;  et  puisqu'une  des  trois  racines 
est  toujours  négative,  remplaçons  dans  cette  dernière  expression  x 
par  —  .r,  il  viendra 

(10)  (9?-^)*  +  ^ 

opx  -+-  g<7  -f-  ir 

x  désignant  ici  la  valeur  numérique  d'une  racine  négative  de  la  pro- 
posée. 

Pour  que  les  deux  formules  (9)  et(ioï  soient  identiques,  il  faut  et  \\ 
suffit  que  les  nombres  A,  B,  A',  B'  soient  respectivement  proportion- 
nels aux  nombres 

9<7  —  11;     a/?2,     6p,     gq  4-  ir, 

qui  les  remplacent  dans  la  formule  (10).  On  pourra  donc  poser 

AA  =  99  —  ir,     AB  =  a/?2,      kk'  =  6p,     AB'  =  97  -+-  21; 

d'où  résultera  d'abord 

A2  (AB'  -  A'B)  =  8iq2  -  4/-2  -  i2p3  =  -  i6/-2, 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  r2.  Et  puisqu'on  peut  supposer 

AB'-  A'B=  -  r, 
on  aura 

A  =  4/', 
ce  qui  conduit  aux  relations 

gq  —  %r  =  /jAr,     p2  =  iBr,     "ip  =  aA'r,     gq  -+-  ir  —  4BV, 
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dont  les  première  et  quatrième  donnent 

0/7  =  ir  (A  -4-  B'  ),     B'  —  A  =  1  ; 


partant , 


m 


ir. 
9 
On  a  de  plus 

2  A'  _  2A'! 

P  =  ~Tr>     B=Vr- 

Or,  en  substituant  les  valeurs  de  p  et  q  dans  l'équation 

12/)3  —  8i<72  =  12/% 
celle-ci  deviendra 

3aA'3  r3 

âhA.  -+-  i)2  r2  —  iir2, 

9  v 

d'où  il  suit  : 


_  a7  +  9(aA+i)'  _  9  r3-h(aA  +  in 
—  8A'3  ~  8  L  A'3  \ 

_  3  r3  +  (2A+i)'l  _  3(A'+A  +  i) 
P  ~  4  L"        A"  A" 


_  i(2A-t-i)[3-+-(2A+i)']  _   /2A  +  1' 


7  =  x 1* =  l-SÂ7-    P' 


4  A'-1  \     3A' 

_  2A'T  _  1  [3  +  (aA+i)']  _  A'  +  A  +  i         R/  _  A 

IS  y  —} 77  ,         "     1  -1-    n. 

9  4  A  A 

Les  valeurs  de  A,  A'  pouvant  être  prises  arbitrairement,  on  voit 
maintenant  qu'il  existe  une  infinité  d'équations  du  troisième  degré  de  la 
forme  1 

x*  — px  -+-  q  =  o. 

pour  lesquelles  la  formule 

Ax-+-  B 
X*  ~  A'*  ■+■  B'' 

qui  indique  la  liaison  entre  deux  racines  quelconques  x,  xt ,  remplit  la 
condition 

AB'  -  A'  B  =  -  1 , 

conséquence  nécessaire  de  la  propriété  énoncée  au  n°  7. 

24.. 
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Quant  à  la  troisième  racine  x»,  qui  aura  alors  pour  expression 

_  B'x  -+-  B 
*■  ~  A'x+A' 

il  est  clair  qu'elle  y  satisfera  également ,  puisqu'on  n'a  fait  qu'échanger 
entre  eux  les  nombres  A,  B',  ainsi  qu'il  a  déjà  été  observé  au  n°  5. 

Donc,  pour  que  la  propriété  dont  il  s'agit  puisse  se  présenter,  il 
faut  que  les  nombres  p,  q  reçoivent  des  valeurs  de  la  forme  énoncée 
ci-dessus.  Mais  l'inverse  aura  lieu  également,  c'est-à-dire  que  si  la 
condition 

AB'  -  A'B  =  -  i 

est  vérifiée,  il  s'ensuivra  nécessairement  que  le  développement  en 
fraction  continue  de  chaque  racine  conduit  à  une  même  transformée. 
En  effet,  en  remplaçant  A,  B,  A',  B'  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
P.  Q,...,  on  trouvera 

AB'  -  A'B  =  (MN'  -  ira)  fPQ'  -  P'Q)  =  -  i , 

écpiation  à  laquelle  on  ne  pourra  satisfaire  à  moins  qu'on  n'ait  sépa- 
rément 

MN'  -  M'N  =  ±i,     PQ'  -  P'Q  =  ±  i , 

chaque  facteur  du  second  membre  devant  être  un  nombre  entier. 

Far  conséquent,  chacune  des  expressions    —, 5rr- ,   za — ^r-  expn- 

*i  r  P'  -j-  Q'_y  '    M'-t-  N'jk       r 

niera  la  valeur  d'un  développement  en  fraction  continue. 

ÎO.   En  faisant  A'  =  i ,  chaque  valeur  attribuée  à  la  quantité  A  four- 
nira des  nombres  entiers  pour  p  et  q. 
Soit  donc  A  =  2,  il  viendra 

p  =  n.     q  —  35,     B  =  7,     B' =  3. 
L'équation 

x3  —  21  x  '+  35  =  o 

donnera  lieu  à  la  formule 

Ai  +  B    2X+7  _  3x+7 
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Si  A  =  3,  on  aura 

p  =  39,     7  =  3 1 ,     B  =  1 3,     B'  =  4 , 

„  3~r  -+-  1 3  4^  "+■  '  3 

x3- 39.r +  3.  =0,    *,  =  -— ^-p     *,=f— qrj- 

Si  l'on  prend  A  =  4»  A.'  =  3,  il  viendra 

P— %     7  =  7'     B=7>     B'  =  5; 
on  tombera  alors  sur  l'équation  connue 

.r3  —  ix  +  7  =  o , 


et  il  viendra 


_    4*+  7         _2  _  5x  +  7 
**  ~  3* +5'  —  3* +  4' 


Il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  les  formules  précédentes ,  x  désigne  la 
valeur  numérique  de  la  racine  négative.  En  y  changeant  le  signe  de  x, 
on  obtiendra  des  expressions  applicables  à  chacune  des  trois  racines. 
Nous  avons  déjà  donné  au  n°  7  les  valeurs  des  racines  de  la  dernière 
équation  ,  exprimées  sous  la  forme  de  fractions  continues.  En  les  rédui- 
sant à  des  fractions  ordinaires,  on  trouvera 

_   '9/-I-4  „  _  3j+i 


*  ~  i3r  +  3'    "x",  -  4r  +  3' 

Si  l'on  substitue,  dans  les  deux  premières,  la  valeur  de  y  déduite  de  la 
troisième ,  il  en  résultera 

5.r  —  1  4-z  —  7 

x  = 


3*— -4'  '  ~~   3*— 5 

valeurs  qui,  après  y  avoir  changé  le  signe  de  x,  s'accordent  avec  celles 
obtenues  ci-dessus. 

11.   Nous  terminerons  cette  Note  en  faisant  observer  que  les  for- 
mules 

x     _   (gq—zr)x  —  2p'         x    _  (9?-t-2r)j  —  ip-- 
'  6px— (()<]-+- zr)  '  2  6/w— (9?— 2/f' 
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conduisent  à  celles-ci  : 

9q  —  27- _  8,-- 


6p  3p  [6p.c  —  (9<jt  -(-  ir)] 

x    _  9?  ■+■  2r 8^ 

6p  3/>  [&px  —  (g<7  —  2/-)] 

Or,  en  désignant  toujours  par  se  la  racine  négative,  les  expressions 
précédentes  deviendront,  après  y  avoir  changé  le  signe  de  x, 

6p  3/>  {&px  -+-  9(7  -+-  2r)  ' 

9<7  -H  2r  8/-'- 

6p         —   3/>  (6^>.r  -(-9?  —  2rj 

Si  </  est  positif,  jc,  et  .r2  le  seront  également,  puisque  la  proposée  pré- 
sentera alors  deux  variations  de  signe.  Et  si  l'on  a  en   même  temps 

97   >    »*» 

il  en  résultera  nécessairement 

r-     îs»  9?  — 2r  -    ^  99+2r 

De  plus, 

—  s3ï 

p 

La  connaissance  de  ces  limites  inférieures  pourra  souvent  être  utile  en 
effectuant  le  calcul  numérique  des  trois  racines ,  surtout  lorsque  deux 
d'entre  elles  sont  comprises  entre  deux  nombres  entiers  h  et  k  -+-  1 .  En 
les  appliquant  aux  racines  positives  de  l'équation 

x3  —  jx  -(-'7  =  o. 

comprises  entre  1  et  2,  on  a  de  suite 

OC .     ^^    "g",        3^2    ^    "3"?         ^    ^    ^* 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  191 


Intégration  d'une  équation  différentielle  qui  se  présente  dans 
la  théorie  de  la  flexion  des  verges  élastiques, 

Par  M.   DE  SAINT- VENANT. 


Dans  la  théorie  de  la  flexion  des  verges  élastiques  à  double  courbure 
sollicitées  par  des  forces  quelconques ,  on  obtient  trois  équations  [*]  : 

(0  ^=d,    -u*  =  f,    y$±  =  t, 

ds  as        p  as        r 

dans  lesquelles  D,  F,  T  représentent  des  fonctions  connues  des  coor- 
données primitives  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  m  de  Taxe  courbe 
de  la  pièce,  S  la  longueur  de  l'arc  de  cet  axe  jusqu'au  point  m, 
—  et  —  l'angie  de  contingence  et  l'angle  de  deux  plans  oscillateurs  con- 
sécutifs de  la  même  courbe  à  ce  point;  enfin  c?  la  caractéristique  des 
variations  provenant  des  déplacements  très-petits  des  points  de  l'axe , 
déterminés  par  l'action  des  forces  données,  dont  les  composantes  et  les 
moments  entrent  dans  D,  F,  T. 

Ce  sont  ces  déplacements  S,  =  âx ,  n  =  $y,  £  =  <?z,  estimés  pa- 
rallèlement aux  x,  y,  z,  qu'il  s'agit  de  trouver. 

Pour  cela ,  effectuons  les  différentiations  par  &  des  premiers  mem- 
bres des  équations  précédentes;  après  avoir  remplacé  ds,  —  ,  —par 
leurs  expressions  générales  connues  en  x,  y,  z,  nous  aurons  trois 
équations  différentielles  simultanées  du  premier,  du  deuxième  et  du 
troisième  ordre  en  £,  vj,  Ç.  Si  nous  éliminons  deux  de  ces  inconnues, 
par  exemple  >j  et  Ç  (ce  qui  se  fait  facilement  en  différentiant  la  pre- 
mière équation  et  en  en  tirant  les  valeurs  de  d2/),  <72Ç,  d'où,  à  l'aide 
de  la  seconde  équation ,  celles  de  dt]  et  dÇ  que  l'on  substitue  dans  la 
troisième),  les  intégrales  disparaissent  et  nous  obtenons  une  équation 
en£, 

ld$d2yd3z  -  dÇd**d'j  -H  dyd*zd3Z  -  dyd2Zd3z 
•'       (  ■+■  dz  d2 1 d3y  -  dz  d- y  d3?  =  Sds\ 


[*]  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  tome  XVII,  page  952. 
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dans  laquelle  S  représente  une  certaine  fonction  connue  comme  D, 
F,  T\  des  coordonnées  primitives  du  point  m,  ou  de  l'arc  s  que  l'on 
peut  prendre  pour  variable  indépendante. 

Si  l'on  remplace,  dans  le  premier  membre,  y  et  z  par  leurs  valeurs 
en  s.  tirées  des  équations  de  la  courbe  primitive  de  l'axe,  on  n'a  plus, 
dans  l'équation  précédente,  que  |  et  s.  Cette  équation  différentielle  au 

...  ,  ....  ,  co    ■  .      dï     d-i      d3i       , 

troisième  ordre  est  linéaire;  mais  les  coefficients  de  -7-.   —S  -rr   nv 

ds       ds-       ds 

sont  point  constants,  et  il  n'existe  pas  de  méthode  générale  pour  ré- 
soudre,   par  rapport  à  2,  une  équation  de  ce  genre. 

Aussi  j'ai  cherché  à  intégrer  directement  l'équation  (a)  sans  particu- 
lariser son  second  membre.  J'y  ai  réussi  en  posant 

d\  =  udz,     dy  =  vdz. 
La   substitution   dans  les  six  termes  du  premier  membre  en  produit 
vingt-deux,  mais  il  v  en  a  vingt  qui  s'entre-détruisent,  et  ce  premier 
membre  se  réduit  à 


dz3  dud2v  —  dvd3w  =  —  dz3dv2d.~ 

dv 


Donc  on  a 


rf£l 

dz3{d.^Jd.- 


équation  qui  est  intégrable;  on  en  tire 


•t 


*--*»/=&• 


et  l'on  fait  disparaître  l'intégrale  double  en  intégrant  par  parties,  ce 
qui  donne 

C  Sds6  H  Sds* 

J  (dyd-z —  dzd"-yf    -'  •*  J  (dyd-z —  dzd'y'r 

On  aurait  des  expressions  analogues  pour  dr, ,  dÇ. 

La  recherche  des  petits  déplacements  des  points  de  l'axe  d'une  pièce 
courbe  à  double  courbure  est  ainsi  ramenée  aux  quadratures,  et  l'on 
voit  que  le  polynôme  différentiel  qui  forme  le  premier  membre  de 
l'équation  a]  est  intégrable  quand,  après  l'avoir  multiplié  par  dz  ou 
dy,  on  le  divise  par  <dyd-z  —  dzd^jr)*. 
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,\  -V\  >AIW\V\W  • 


MÉMOIRE 

SUR    L'INTÉGRATION   D'UNE   ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE 

a  l'aide  des  différentielles   a  indices  quelconques [*]; 

Par    J.-A.    SERRET. 


La  première  idée  des  différentielles  à  indices  quelconques  remonte 
à  Leibnitz,  et  cependant  plus  d'un  siècle  s'est  écoulé  sans  qu'elle  air 
produit  aucun  résultat;  car,  bien  qu'il  soit  plusieurs  fois  question  de 
ces  différentielles  dans  les  ouvrages  d'Euler,  de  Laplace  et  de  Fourier. 
ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps  que  M.  Liouville  en  a  nettement 
fixé  le  sens  et  indiqué  les  principaux  usages.  Les  Mémoires  qu'il  a 
écrits  sur  ce  sujet,  et  en  particulier  son  beau  théorème  des  fonc- 
tions complémentaires,  dissipant  enfin  le  vague  dont  cette  théorie 
était  enveloppée,  ont  étendu  le  champ  de  l'analyse  en  permettant 
de  donner  aux  formules  toute  la  généralité  qu'elles  comportent  et  en 
multipliant  les  moyens  de  transformation.  De  là  des  ressources  inatten- 
dues pour  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions  qu'on  aborde- 
rait difficilement  par  les  méthodes  de  l'analyse  ordinaire.  «  Ces  ex- 
»  pressions  (les  dérivées  à  indices  quelconques),  dit  avec  raison 
»  M.  Liouville,  dont  il  est  aisé  de  fixer  avec  clarté  le  sens  véritable . 
»  ne  sont  pas  seulement  curieuses  à  étudier  sous  le  rapport  niathé- 
»  matique  et  purement  spéculatif  :  leur  représentation  existe  dans  la 
»  nature,  et  l'on  peut  citer  des  questions  de  géométrie  et  de  phvsique 
»  où  leur  usage  est  amené  sans  effort .  et  parait  même  indispensable.  » 

Dans  le  Mémoire  inséré  au  xxie  cahier  du  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  page  i63,  M.  Liouville  a  montré  comment  on  pou- 

[*]  Ce  Mémoire  est  extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  XVII,  page  458.  Toutefois  quelques  légères  moditications  ont  été  introduites  dans 
cette  nouvelle  rédaction. 

Tome  IX   —  Jcin  1844.  20 
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vait  appliquer  avec  fruit  le  calcul  des  différentielles  à  indices  quel- 
conques à  l'intégration  des  équations  différentielles.  Sa  méthode 
consiste  à  regarder  la  fonction  que  l'on  cherche  comme  la  dérivée  a 
indice  quelconque  d'une  fonction  plus  simple,  et  à  profiter  de  l'indé- 
termination de  cet  indice  pour  simplifier  l'équation  transformée.  Cette 
méthode  réussit  dans  un  grand  nombre  de  cas,  mais  dans  beaucoup 
d'autres;  avant  de  l'appliquer,  il  est  nécessaire  défaire  subir  aux  équa- 
tions des  transformations  convenables.  On  verra  dans  ce  Mémoire  en 
quoi  consistent  ces  transformations. 

II. 

On  rencontre  à  chaque  pas.  dans  les  questions  de  physique  mathé- 
matique, et  spécialement  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  une  équation 
différentielle  à  laquelle  on  peut  toujours  ramener  l'équation  célèbre 
de  Riccati ,  et  dont  plusieurs  géomètres  se  sont  occupés. 

Cette  équation  est  la  suivante  , 

il:v         a«  dy 

dans  laquelle  m  et  u  représentent  des  constantes  tout  à  fait  quel- 
conques. On  sait  que  si  n  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  l'in- 
tégrale complète  de  cette  équation  peut  être  obtenue  sous  forme  finie; 
mais  on  n'a  pas  encore  donné  à  cette  intégrale  la  forme  si  simple  et  si 
élégante  qu'elleest  susceptible  de  prendre  dans  ce  cas  particulier,  forme 
que  les  principes  du  nouveau  calcul  maintiennent  invariable  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  des  paramètres  m  et  n. 

Je  me  propose  spécialement,  dans  ce  Mémoire  .  d'appliquer  les  prin- 
cipes du  calcul  des  différentielles  à  indices  quelconques,  à  l'intégration 
de  cette  équation  différentielle;  mais,  avant  d'entrer  dans  l'exposition 
de  la  méthode,  je  dirai  en  peu  de  mots  comment  j'ai  été  conduit  à 
cette  recherche. 

III. 

Désignons  par   y  la  valeur  de  l'intégrale  définie    /      -. —, —  da. 
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M.  Catalan  et  moi  [*]  avons  montré,  par  des  moyens  différents,  que 
cette  intégrale  peut  être  obtenue  sous  forme  finie,  lorsque  n  est  un 
nombre  entier;  et  j'ai  fait  voir,  en  outre,  que  la  formule  donnée  par 
M.  Catalan  a  encore  lieu  pour  les  valeurs  fractionnaires  de  n. 

La  méthode  suivie  par  M.  Catalan  repose  sur  ce  que  y  satisfait  à  une 
équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  a  in  -f-  i),  ce  qui  suppose  né- 
cessairement n  entier;  je  vais  montrer  que.  quel  que  soit  n,  y  satisfait 
toujours  à  une  équation  linéaire  du  deuxième  ordre. 

L'intégration  par  parties  donne 


l' 


/cos  ax         ,  sin  'xx  2  (n  -+■  i  )   C      sin  ax  j 

Jf"*       cos  ox         .             2  («  +  i  )    Ca       s'n  ax  J 

-. -r-—  da  =  /      — ; — tt—,  ada . 

OU 

.     fx      sin  -j.x  , 

yx  =  a  (n  +  i)   I     ■ — ,  ,,^_  cula . 

différentianl  deux  fois  par  rapport  à  x,  on  a 

d-  yx)  ,  v    /""       sinox         ,   , 


d'où 


l  H  yx)  ,  s  l  sin  ox 

Jffl  —   rx  =  —  i(n  -+-  i)  /     T—-—^r-  y. 

dx~-  J  Vo     (i+«TH 

X*       sin  scx  ,  rfr . 

j — —  ado.  =  -r-  > 
(i  -j-a5)"-*-'  <£r 


ada 


donc 


-  yx  —  i{n  +  i)- 


dx>  J~  ~      v      '       '  dx 


>u 


bien 


d'y         in  dy 


(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  V,  p.  î  io  ;  t.  VIII,  p.  20. 

*5. 
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équation  qui  coïnciderait  avec  l'équation  (i)  si  l'on  y  changeait  n  en 
—  n,  et  x  en  mx. 
Rien  n'est  plus  simple  que  de  déterminer  l'intégrale  completedeléqua- 

tion  (i)  et.  par  suite  ,  la  valeur  de  l'intégrale  définie    / —, —  rfa, 

en  supposant  n  entier  et  positif. 
Si  l'on  pose 

y  —  ze"x, 

•j.  étânl  l'une  des  racines  carrées  de  l'unité,  l'équation  (2)  devient 

/d7z  dz\  /riz  \ 

Intégrons  cette  équation  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés, 
et  soit,  s'il  est  possible, 

z  =  a0  -4-  a,x  -+■  a.yx-  -+- .  .  .  +  apxp  -+-  «,,..., jrp+'  +  .  .  . . 

La  substitution  de  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (3)  fournit  la  re- 
lation suivante  entre  les  coefficients  ap+l  et  ap  de  deux  termes  consé- 
cutifs quelconques: 

(4)  If  -+-  0  (2«  —  P)ap+*  —  —  ^{n  —  p)ap. 

Cette  relation  fera  connaître  les  rapports  des  coefficients  «,,  a27...,  a„ 
au  premier  a0,  lequel  est  tout  à  fait  arbitraire;  elle  montre,  en  outre, 
que  les  coefficients  an+l,  an+2,...,  a2n_,  sont  nuls,  et  que  le  suivant  a2n 
est  arbitraire;  elle  donnera  enfin  les  rapports  de  tous  les  autres  à  ce 
dernier. 

Il  résulte  de  là  que,  //  étant  entier,  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (3)  sera 

z •  =  —  (aa  -h  a.x  -4-  a2x2  -4-  ...  4-  anx") 
+  —  {aanxan  +  ain+txin+'  +...), 


A  et  A'  élant  deux  constantes  arbitraires,  et  -,-,..  .   des  constantes 
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déterminées  et  déduites  de  l'équation  (4).  La  première  partie  de  cette 
valeur  de  z  est  seule  composée  d'un  nombre  limité  de  ternie  s. 

On  voit  enfin  que  l'on  obtiendra  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (2)  en  posant 


r  =  —  e1"  (a0  -+-  a,x  -+-  a2x-  -+-  ...  -+-  anJ  '  , 

formule  dans  laquelle  ,u  a  l'une  des  valeurs  +  1011-1. 
L'intégrale  générale  sera  donc 

y  -  =  —  e~x(a0  -f-  a,.x  -+-  a2x*  + ...+  (i„x" 

-i ^(«o  —  a\X  +   a2X~  —  ■■■  —  dnXJX  \    . 

À  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires  et  les  rapports  -,   — , . . .  de- 
vaut  satisfaire  l'équation  générale 

"f  (P+  0(2"  —  P) 

On  déduit  aisément  de  là  la  valeur  du  terme  général  — ,  savoir, 

Op^   3f  fi  (fl  —  l)  («  —  2)  ■  ..(«    —  p  -f-   l) 

<•?„  1.2.3.../;      2nJin  —  1  )  (2/7  —  2). .  .(in —  p  ■+■  i) 

ou.  en  représentant  par  r   q)  le  produit  des  (q  —  1)  premiers  nombres 

entiers , 

"r  _   r<»)  2p        r(a«— />  +  i) 
au       r(2«)     r(B-p  +  i)r(p+i)' 

On  aura  ainsi  pour  l'intégrale  complète  de  l'équation   2  . 
r  =  Ae  •c>    -7 — f   .         M2X)'' 

+ Be* 2"wr(2"rfrtl  (-  «k 

1  i-       1    Ar(«)    BrM 

en  mettant  simplement  A  et  ri  au  lieu  de     ,     [,      ,     ;  . 
1  r(zn      r(2  7i) 
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11  est  aisé  de  déduire  de  là  la  valeur  de    /      ; ^—rda.,  mais  iene 

m'arrêterai  pas  à  cette  recherche,  ayant  voulu  seulement  faire  voir  que 
cette  intégrale  ne  dépendait  que  de  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  du  deuxième  ordre. 

IV. 

La  méthode  qui  vient  d'être  exposée  revient,  en  dernière  analyse,  à 
intégrer  l'équation  (a)  supposée  dépourvue  du  terme  en  ^-,  ce  qui 
donne 

y  =  (Je-^-H  CV, 

puis  a  faire  varier  les  constantes  C  et  C,  de  manière  à  ohtenir  l'inté- 
grale complète  de  l'équation  (2). 

C'est  cette  même  marche  que  je  vais  suivre  dans  la  recherche  de 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (1),  où  je  supposerai  les  constantes 
m  et  n  quelconques.  Pour  tout  ce  qui  concerne  l'exposition  des  prin- 
cipes du  calcul  des  différentielles  à  indices  quelconques,  on  devra 
consulter  les  Mémoires  de  M.  Liouville  insérés  dans  le  Journal  de 
i Ei  oie  Polytechnique  et  dans  le  Journal  de  M.  Crelle;  je  me  borne- 
rai ici  à  rappeler  la  définition  de  ces  différentielles. 

Si  y  désigne  une  fonction  de  ,r  développable  en  série  d'expo- 
nentielles réelles  ou   imaginaires,  finies  ou  infiniment  petites,  et  si 

y  Ae"  représente  ce  développement,  en  sorte  qu'on  ait 
y  =  £  keax, 

nousappellerons,  avec  M.  Liouville,  dérivée  d'ordre /nie  la  fonction  y,  la 
nouvelle  fonction  V  Aapeax,  qu'on  déduit  de  la  première  en  multi- 
pliant chaque  terme  par  la  puissance/?  du  coefficient  de  x;  ainsi, 


dey 


dxP  <d 
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quelle  que  soit  la  constante  p,  positive,  négative,  entière,  fraction- 
naire, irrationnelle  ou  même  imaginaire. 

Quelquefois  aussi,  et  surtout  quand  p  est  négatif,  M.  Liouville  reni- 

place  la  notation  -~  par    I       jdx~p,  qu'il  appelle  intégrale  à  indice 

—  p  de  la  fonction  j.  Il  est  presque  superflu  d'ajouter  que  cette  dé- 
finition, dans  le  cas  de  p  entier,  rentre  tout  à  fait  dans  celle  qu'on  donne 
en  analyse,  en  sorte  que  les  formules  du  nouveau  calcul  s'applique- 
ront sans  difficulté  aux  dérivées  ordinaires. 

\. 

Si  l'on  pose,  comme  précédemment, 

y  =  ze1"*  -, 
l'équation  (  1)  devient 

ld-z  dz  0    \  2«  (dz  \ 

et  en  déterminant  p.  par  l'équation  p.2  —  m2  =  o , 

/d'-z  dz\  [dz  \ 

(5)  x  [dlF  +  2  f  SJ  +  2"  U  +  ,aZ)  =  °- 

Il  est  clair   qu'il   suffira  de  connaître  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  (5)  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  [*]. 
Si  l'on  pose 

dp(t 

dxP 

p  étant  une  quantité  quelconque  à  laquelle  nous  attribuerons  plus  tard 
une  valeur  particulière,  l'équation  (5  devient 

dP+*Q  dP+'O  dP+'B  dPO 

6  xd^+'^-xd^'  +  2n  d^i  +  ^n  d*  =  °- 


[*]  En  réalité,  l'équation  (5),  en  adoptant  les  deux  valeurs  de  a,  donne  lieu  à  deux 
équations  différentielles  distinctes ,  et  il  est  nécessaire  de  connaître  une  intégrale  parti- 
culière de  chacune  de  ces  équations . 
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Pour  avoir  l'intégrale  a  indice  ).  du  premier  membre  de  cette  équation, 
nous  nous  servirons  de  la  formule  suivante ,  qui  sert  à  intégrer  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  [*]  : 

/®<p.  dx'  =  a>,    /     odxi r1   l         odx'—' 

4- -r1   j        orfari+a— .... 

On  voit  que  le  nombre  des  termes  du  second  membre  sera  limité  toutes 
les  fois  que  ç,  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière. 
On  aura  donc 


P+*      <iï~-h    ,    .,   .,  dh        ;  sù 


/ 

fP+'xd7^<dxP+i  =x$~  (p+i)fOdx- 

D'après  cela .  l'intégrale  a  indice   p  -+- 1)  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (6  sera 

x  —  -+-  2fjurâ  +   a»  —  p  —  i  )  6  -+-  i\j.  n  —  p  —  i  :  fQdx . 

Si  donc  on  désigne  par  y  la  fonction  la  plus  générale  qui  satisfait  a 
l'équation 

dx-^=°- 

>n  aura 

dh 

x  —  -f-  2/xxÉ  -t-  -in  —  p  —  i)6  ■+■  2;j. (n  —  p  —  i  )f6dx  =  o ; 

si  l'on   pose  maintenant  p  =  n  —  i,  le  terme  J'6dx  disparaîtra,   et 
l'équation  en  6.  réduite  au  premier  ordre,  deviendra 

,    ,  dh  ,  ,   - 

x  —  -+-  (ajuur  -+-»)&  =  y  : 
la  fonction  y  satisfait  à  l'équation 

T^    =    °- 
dx" 


urnal  de  l'École  Polytechnique,  \W  rallier,  p.  166. 
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et  la  valeur  de  z  sera  donnée  en  même  temps  que  celle  de  9,  au  moyen 
de  la  formule 

_    cl"-') 
tbc"-'' 

La  fonction  complémentaire  <b  est  nulle  si  n  est  entier  et  négatif;  elle 
renferme  n  constantes  arbitraires  si  n  est  entier  et  positif;  dans  tout 
autre  cas  elle  en  renferme  un  nombre  arbitraire,  mais  limité  :  au  sur- 
plus ,  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  ici  de  cette  question. 

La  supposition  de  à  nul  dans  l'équation  (7)  ne  fera  qu'altérer  la  gé- 
néralité de  la  valeur  de  5,  mais  cela  importe  peu,  puisque  nous  n'avons 
besoin  que  d'une  valeur  particulière  de  z. 

Si  donc  on  fait  1}  =  o,  l'équation  (7)  devient 

(8)  jr^H-(2f^  +  n)e  =0, 

ou 

d'où 

A  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  aura  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (5)  en  posant 

'9)  z  =  A  - — ^  .  ,  ,       ;- 

dx"~' 

VI. 

L'intégrale  de  l'équation  (8)  fait  connaître  immédiatement  celle  de 
l'équation  (7)  par  la  métbode  de  la  variation  des  constantes  ;  on  trouve 
ainsi  que  la  valeur  la  plus  générale  de  5  qui  satisfait  à  l'équation   7 
ou  à  l'équation  (6   est 

(10)  6  =   ke-"1!**  x~"  +  e~ *i*x  x~"  f  e2?*  x"-'  tydx, 

<|j  étant,  comme  nous  l'avons  dit,  la  fonction  la  plus  générale  qui  sa- 
tisfait à  l'équation 

d*   =  °; 

Tome  IX. -Juin  184;.  ^6 
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si  77  est  un  nombre  entier,  la  fonction  à  renferme  n  constantes  arbi- 
traires, et  l'équation  10)  donne  pour  5  une  expression  renfermant 
7/ —  i  constantes  arbitraires,  comme  cela  doit  être. 

VII. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  satisfera  à  l'équation    i)  en  posant 

(ii)  r  —   Ae'     ; — ; ' 

a  étant  l'une  des  racines  de  l'équation 

U."  —  77l2  =  o  ; 

l'intégrale  générale  sera  donc 

(12)  r  =  Aemx ^— — ■  -+-  Be~mr   — ■£— — ; — -, 

J  dxn~i  dx"  —  ' 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Telle  est  la  forme  simple  et  remarquable  sous  laquelle  se  présente  la 
valeur  générale  de  y,  valeur  que  l'on  pourra  aisément  calculer  toutes 
les  fois  que  77  sera  un  nombre  entier,  mais  qu'il  importe  de  savoii 
transformer. 

Nous  allons  examiner  successivement  les  deux  cas  bien  distincts  qui 
peuvent  se  présenter. 

\  III. 

Supposons  77  positif  ou  de  la  forme  a  —  ë\  —  1,  a  étant  positif. 
On  a 


"  =  —,    /      e~axu"    'du, 


I    n    désignant,  suivant  l'habitude,  l'intégrale  eulérienne  de  seconde 

espèce 

•SO 

/      e~u  «""'  du. 

Jo 

D'après  cela,  l'équation  (11)  devient,  en  mettant  simplement  A  au 
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lieu  de  ^ 


2y.)xM«-<   fa 


(_!)«-<      Ç      e-(u+-lF.)x  M"-«(tt  +  2/x)"-'  du., 


dont 


(i3)  j  =  ke-f-xl     e—x"u"-l(u->r2[j.)"~{dii. 

Telle  est  l'équation  qui,  clans  le  cas  de  n  positif,  remplacera  l'équa- 
tion (11). 

On  en  déduit,  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (  i). 

1  y  =  Ae~mi   f      e~x"  u"~  '  (u  -+-  im)"~'  du 
(i4)  )  Jo 

|      +Be"    »      e-T"  u"-'  (u  —  im)"-' du. 

Si ,  par  exemple ,  n  =  i ,  on  a 


Ae-'i'  +  Be" 


•y  \.r3         ,r3'  Vr3  a:-/ 

valeurs  qu'on  peut  aisément  vérifier. 

On  voit  en  générai  que  la  valeur  de  y  s'obtiendra  sons  forme  finie 
si  n  est  un  nombre  entier,  et  que  dans  aucun  cas  les  intégrales  définies 
de  l'équation  (i4)  ne  deviendront  infinies. 

On  peut  aisément  vérifier  à  posteriori  l'exactitude  des  résultats  aux- 
quels nous  sommes  parvenus. 

En  effet ,  si  l'on  pose 

y=    I  %-(/<  + ")*«"-'  (u-hijJ.y-'du, 

16.. 
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u0  et  u,  étant  indépendants  de  x,  et  qu'on  porte  cette  valeur  dans 
l'équation  (  i),  le  résultat  de  la  substitution  donne 

e-fc-*-»,)*M;  (u,  +  ajut)"  —  «-(/«-*•«.)*«;  (a0  +  a/*)"  =  o , 

équation  qui  sera  satisfaite  si  l'on  fait 

«0  =  o     et     i/t  =  ce. 

On  satisfera  encore  à  l'équation  précédente  en  posant 

U0  =  O  ,        ?/,  +  2/JL  =  0, 

ou  bien 

w0  -(-  -i\j.  =  o  ,     et     u,  =  as  : 

en  sorte  qu'on  pourra  prendre  pour  valeur  générale  de  y, 

ij  =  Ae-mr    H  e~xu  u'1-*  (anz  -+-  u)"-'  du 

1  Jo 

}      -+-  Fie  mx    f2"'e-x"  n"-  '  (am  —  m)"-  '  d«, 


(i5) 


expression  qui  sera  souvent  plus  commode  que  celle  fournie  par  l'équa- 
tion (i4),  et  qui,  du  reste,  peut  être  aisément  déduite  de  cette  der- 
nière. 

U  est  clair  que  l'équation  (iZj)  subsiste  quelle  que  soit  la  constante 
m  réelle  ou  imaginaire. 

IX. 

Avant  d'examiner  le  cas  de  n  négatif,  il  est  nécesaire  de  rappeler  une 
formule  importante  due  à  M.  Eiouville  [*] ,  qui  sert  à  transformer 
en  intégrale  définie,  une  intégrale  à  indice  positif  ou  de  la  forme 
a  -+-  ê  \J —  i>  «  étant  positif. 

Cette  formule  est  la  suivante  : 

(16)  JPcp(a:)dxP  =  /_,^r(/>j  £    ?(•*"  ~  u)u^Kdu. 


*]  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique ,  xxie  cahier,  p.  8. 
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L'exactitude  de  cette  formule  exige  que  la  fonction  f(x)  s'annule 
pour  x  =  oc,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  développement  de  <p(x) 

en  série  d'exponentielles  V  Aaeax  ne  renferme  que  des  exposants  né- 
gatifs ou  de  la  forme  a  +  6  sj—  i,  a  étant  une  quantité  négative. 

Il  existe  toutefois  une  formule  analogue  à  la  précédente  et  qui  donne 

le  moyen  de  transformer  I  <f>(x)dxp ,  lorsque  la  fonction  ç  (x)  s'an- 
nule pour  x  =  —  oo,  ou  que  son  développement  en  série  d'exponen- 
tielles ne  renferme  que  des  exposants  positifs  ou  de  la  forme  a  -+-ê\  —  i, 
a  étant  une  quantité  positive. 

Supposons  en  effet  a  de  cette  forme  dans  l'équation 

(û(x)  =  VAaeM, 
et  soit 

(x  —  u)up~*du; 


£ 


on  aura 

X 


=    ryAflea<^H^'  <fa, 
ou  ,  en  intégrant  sous  le  signe  V , 

__  /«oc 

X^^Aaeax        e-auu?-{du. 
Or,  la  partie  réelle  de  a  étant  positive,  on  a 

fQCe-"uuP-,du=  -(-^; 
donc 

x  =  iw2  ^?  =  r^.f  rt*)*"'; 

et,  en  remettant  au  lieu  de  X  sa  valeur, 

(17)  fP  cp{x)dxP  =  ffôf    ?  (*  -  «)»^'  <** 

Cette  démonstration  est  semblable  à  celle  que  M.  Liouville  a  donnée 
de  l'équation  (16). 
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Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  formules  (16)  et  (17)  n'ont  lieu,  la  pre- 
mière, que  si  <p (  00)  =  o,  et  la  deuxième,  que  sif(  —  oc)  =  o. 

X. 

Examinons  maintenant  la  forme  de  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (1)  quand  n  est  négatif,  ou  de  la  forme  a  -+-  S  J  —  1 ,  a  étant  néga- 
tif. Si  l'on  change  n  en  —  n,  les  équations (1) et  (1 1)  deviennent 

,     ...  d'y  nridy  2 


e—>f**Jcn<ix"+' 


(1 1  bis)  y  =  Ae1**  1 

L'équation  (1 1  bis)  fait  connaître  deux  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion (1  bis)  correspondantes  aux  deux  valeurs  de  a,  et  par  suite  l'inté- 
grale générale. 

Si  donc  on  remplace  jui  successivement  par  -+-  m  et  —  m  dans  l'équa- 
tion (11  bis),  on  aura  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (  1  bis), 

18      y  =  Ae'"r   f"'*"'  e-'mx .x"  djc"^'  +\\e^'"x  f"^'  e"mx  x"  dxn+\ 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  m  est  réel  ou  delà  forme  a  -+-  ê  \J—  1 ,  a  n'étant  pas  nid ,  on  aura , 
en  vertu  des  formules  (16)  et  (17), 

f  "+I  e  -2m*  xn  ({x.,+  I  _     ' f  °°  e-2n,(X+u)  (x  +  u  ,n  „„  fa 

J  (-i)"+'r>+i)  J0 

Çn+l  etmxxndxn+'  =    7-1 :  f    e2""*-"'  (x  —  u)"undu, 

et  l'équation  (18)  devient,  en  mettant  simplement  A  et  B  au  lieu  de 
A  B 

(— i)n+lr (n -4-  i)'  r\n  -+- 1)' 

y  —  Ae~mx   I      p~'2'""(x  -+-  u)n  u"  du 
+  Bp"'     /     c'2m,'(x  -  u)"u"llu. 
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Telle  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  1  bis)  dans  le  cas  de  n  po- 
sitif ou  de  la  forme  a  -+- 1  \  —  1 ,  a  étant  positif. 

Les  deux  intégrales  définies  qui  y  entrent ,  ne  deviendront  jamais 
infinies,  même  si  m  était  de  la  forme  §  \  —  1  ;  mais  il  est  évident  que, 
dans  ce  cas,  les  formules  (16)  et  (17)  cessent  d'avoir  lieu,  et  l'équation 
f  19)  ne  représente  plus  l'intégrale  générale  de  l'équation    1  bis). 

Si  n  =  1 ,  on  trouve 

y  =  A.e~'nx(  mx  —  1  )  -j-  Bemx  (mx  —  1); 


y  =  Ae_,nx  (m'a:1  —  3rnx  —  3)  -r-  Be~mx  m2x2  —  "imx   -  S  . 

valeurs  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 

En  général,  on  voit  que  la  valeur  de  y  s'obtiendra  sous  forme  finie 
toutes  les  fois  que  n  sera  un  nombre  entier. 

La  substitution  dans  l'équation  (1  bis)  de  la  valeur  de  y,  fournie  par 
l'équation  (i3),  s'effectue  très-simplement;  mais  le  résultat  de  cette 
substitution  n'est  nul,  ainsi  que  nous  l'avions  prévu,  que  si  m  est  réel 
ou  au  moins  de  la  forme  a  ■+■  $\] — 1,  a  n'étant  pas  nul. 

Ce  dernier  cas  ne  saurait  offrir  aucune  difficulté,  et  on  le  ramené  au 
précédent:  effectivement,  si  l'on  change  m  en  m\  —  1.  l'équation  1  bis 
devient 

{lier)  ^-■7£  +  «!r=!«. 

dans  laquelle  m  est  une  quantité  réelle. 

Or,  si  dans  cette  dernière  on  change  x  en  x  \  —  1 ,  on  retombe  pré- 
cisément sur  l'équation  (1  bis)',  on  obtiendra  donc  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (1  ter)  en  changeant  x  en  x  \  —  1  dans  l'équation  n(  .  On  aura 
ainsi 

1  y  =  Ar'"t>z7  j    e--m"  (xy,  -  1  -+-  u\"  u" du 

20  _    !.«  

f       H-Be"1'-1        e--m"  (ay  —  1  —  u)"  n"  du. 
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résultat  qui ,  comme  les  précédents ,  est  très-facile  à  vérifier  à  poste- 


XE 

Nous  avons  déduit  de  l'équation  (12),  qui  exprime  dans  tous  les  cas 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (0,  deux  autres  formes  de  cette  in- 
tégrale générale,  évaluées  au  moyen  d'intégrales  définies,  facilement 
exprimables  à  l'aide  des  transcendantes  eulériennes,  et  qui  ont  l'avan- 
tage de  ne  jamais  devenir  infinies.  Toutefois,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  dit,  si  ?i  =  a  -+-  /3  \J '  —  1,  la  première  exige  que  a  soit  positif,  et 
la  seconde  qu'il  soit  négatif. 

Ces  deux  cas,  que  nous  avons  examinés  séparément,  et  que  nous 
avons  traités  par  des  méthodes  différentes,  peuvent  aisément  se  rame- 
ner l'un  à  l'autre,  en  sorte  que  l'intégrale  de  l'équation  (  1  )  étant  connue 
dans  l'un  de  ces  cas,  on  la  connaîtra  aussi  dans  le  second. 

Soit 

y  =  F  (.1»,*) 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (1),  dans  laquelle  on  suppose  n  tout 
à  fait  quelconque;  si  l'on  change  n  en  —  n,  on  retombera  sur  l'équa- 
tion (1  bis),  dont  l'intégrale  générale  sera 

y  =  F(—  n,x); 

or,  il  est  facile  de  voir  quel  changement  éprouve  la  fonction  F,  quand 
on  y  change  n  en  —  n;  si,  en  effet,  on  pose 


l'équation  (1  bis)  devient 


J  = 

~.2n+) 

.Z 

vient 

d'z 
dx' 

2 

(«4-i 

)dz 

1] 

X 

dx 

dont  l'intégrale  générale  sera 

Z  =  F  [(M  +  1),  x\. 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (1  bis)sera.  donc 

y  =   3C-"^  F[(/l+   l),*]. 
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Il  est  évident  que  l'équation 

F(—  n,x)  =  x2"+<  F[m+  1  ,  x] 

a  lieu,  que  F  soit  ou  non  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1  )  ;  si  donc 
on  prend 

e-"*'1  x"  dx"-{ . 

rf"(e-2^x-»-') 


F(n  +  i,ar)=  A'e' 


Ar" 


on  aura  cette  formule  remarquable,  au  moyen  de  laquelle  une  inté- 
grale se  trouve  exprimée  par  une  différentielle , 

/n-t-t                                                                                     fln    „-2,ux n-\\ 
s-*?*  a*  da*+*  =  Cx2"^          dJ '■ 

La  constante  C  se  détermine  aisément;  on  trouve 


Si  dans  l'équation  précédente  on  fait  e~2^  =  X,   elle  devient 
—   I        Xx"dx"^  =  --.-—  /  Xdx2"-'. 

.7    '-  J  dx"    X"       J 

et  cette  formule  a  évidemment  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  X. 

On  peut  renfermer  dans  un  même  type  les  intégrales  de  toutes  les 
équations  différentielles    1  1  quand  n  varie. 

Si,  en  effet,  on  pose 

dx"~'  dcn~ 

l'équation  (12)  deviendra 

y  =  Ce~mj:  —  Ce™. 

XII. 

Dans  le  cas  de  m  =  i,  on  satisfait  à  l'équation  (1  bis  en  posant 

Xœ       COS  XX        , 

et.  comme  cette  valeur  de  y  ne  peut  croître  indéfiniment  avec  x,  on 

Tome  [X.  —  Tws  1844.  27 
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aura  évidemment,  en  ayant  égard  à  l'équation  (19) , 

rx     cos  a*       ,  .       ,    r<*      .  , 

I r-—  aa—Ael      e      (oc  -+-  uf  u  du. 

J0      (1 +  <*')"+'  J0 

Pour  déterminer  A ,  soit  x  =  o,  on  aura 

t- — —  =  A  /      e~2"u2ndu . 


d'. 


A  — v 

[T(n  +  i)Y 


J0      (l+a=)"+l  [P(n+0?Jo  V 

formule  que  j'ai  démontrée  directement  [*]. 

XIII. 

Les  résultats  qui  précèdent  et  ceux  que  M.  Liouville,  et  après  lui 

d'autres  géomètres,  ont  obtenus  [**],  montrent  clairement,  non-seule- 
ment l'utilité,  mais  encore  la  nécessité  incontestable  de  l'intervention 
du  calcul  des  différentielles  à  indices  quelconques  dans  une  multi- 
tude de  questions  d'analyse  et  de  physique  mathématique.  Et,  en  effet, 
une  équation  différentielle  étant  donnée,  la  fonction  qui  doit  lui  satis- 
faire est,  en  général,  une  fonction  continue,  non-seulement  de  la  va- 
riable indépendante ,  mais  aussi  des  paramètres  qui  entrent  dans  l'é- 
quation différentielle.  D'ailleurs  ces  paramètres  peuvent  entrer  dans 
l'équation  intégrale  comme  indices  de  différenciation.  Si  l'on  veut  se 
borner  au  cas  particulier  où  ils  sont  entiers  et  positifs,  on  détruit  la 
généralité  des  formules  en  renonçant  gratuitement  à  la  continuité 
qu'elles  présentent  d'elles-mêmes. 

Nous  citerons  un  exemple  célèbre  à  l'appui  de  cette  assertion. 


*    Tournai  de  Mathématiques  pures  et  appliquées ,  t.  VIII,  p.  20. 
[**]  Plusieurs  géomètres  se  sont  occupés,  dans  ces  derniers  temps,  des  applications 
du  calcul   des   différentielles  à  indices  quelconques.    Nous   citerons  en  particulier  les 
travaux  de  MM.  Svanberg,  Ruminer  et  Jurgensen  ,  publiés  à  Berlin,  par  M.  Crelle. 
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XIV. 

Si  l'on  développe  la  fonction^ —  irx  +  r2)~~,  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  r,  le  coefficient  X„  de  rn  sera  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x,  qui  satisfait ,  comme  on  sait,  à  l'équa- 
tion différentielle 

(21)  (1  -  .r2)  -^  -  isc  &  +  n(n  +  1)  J  =  o. 

D'après  cela,  n  étant  entier,  on  sait  encore,  et  il  est  facile  de  le  véri- 
fier, que  l'intégrale  générale  de  l'équation  précédente  sera 


f=*.[A+B/,7^y: 


cette  valeur  de  y  suppose  nécessairement  n  entier  et  positif,  mais  la 
forme  que  M.  Rodrigues  a  donnée  de  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (21)  est  tout  à  fait  à  l'abri  de  cette  particularisation  [*]. 
Si  l'on  pose 

_  efre 

•S  dxP  ' 

l'équation  (21)  devient 

et,  en  prenant  l'intégrale  de  l'ordre  (p  -+-  1), 

la  fonction  |  devant  satisfaire  à  l'équation 

dPi, 

-r1  =  o. 
dxP 

Si  l'on  pose 

p(p  -+-  1)  —  n(n  -h  1)  =  o, 


[*]  L'équation  (21)  rentre  dans  la  classe  d'équations  que  M.  Liouvilie  a  étudiée, 
xxie  cahier  du  Journal  de  l'Emir  Polytechnique. 
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on  a,  en  négligeant  la  fonction  <\i, 

(i  —  .r2)  —  -+-  apjcO  =  o, 
d'où 

9  =  A  (  i   -  x2)p, 
et  par  suite 

^  =   A  dXP         • 

Or  les  deux  valeurs  de  /.>  sont  p  =  «  et/;  =  —  (h  +  i  );  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (21)  sera  donc 

Telle  est  la  formule  donnée  par  M.  Rodrigues;  elle  constitue,  dans 
tous  les  cas,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (21);  si  n  est  entier,  la 
première  partie  ne  diffère  de  X„  que  par  un  coefficient  constant. 

On  pourrait  arriver  à  l'intégrale  complète  (22),  si  l'on  connaissait 
l'une  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (21).  Soit,  en  effet. 

Si  l'on  change»  en  —  n  dans  cette  équation  ainsi  que  dans  l'équation 
21),  on  aura 

équation  qui  sera  satisfaite  par 

.    f"        dx" 

J  =  A        . —  ; 

J  J     (»  — x) 

on  satisfera  donc  à  l'équation  (21)  en  posant 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

XV. 

Les  résultats  qui  précèdent  sont  parfaitement  connus,  et  je  ne  les  ai 
rappelés  que  pour  montrer  l'heureuse  intervention  du  nouveau  calcul 
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dans  un  genre  de  questions  qui  ont  si  vivement  préoccupe  nos  plus 
illustres  géomètres.  On  sait,  en  effet,  que  les  fonctions  X„.  dont  nous 
venons  de  parler,  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  fonctions  Y„  de  La- 
place  ,  fonctions  sur  lesquelles  repose  entièrement  la  théorie  des  attrac- 
tions et  qui  jouent  un  si  grand  rôle  dans  la  Mécanique  céleste. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas  les  difficultés  qu'on  rencontre  dans 
les  applications  du  calcul  des  différentielles  à  indices  quelconques,  se 
réduisent  à  trouver  les  développements  des  fonctions  en  séries  d'expo- 
nentielles. Il  ne  peut  exister  à  cet  égard  de  règle  générale;  quelque- 
fois il  sera  nécessaire  d'introduire  des  intégrales  définies  multiples  : 
nous  allons  en  trouver  un  exemple  dans  la  transformation  des  inté- 
grales particulières  de  l'équation  (21). 

XVI. 

Si  x  est  >  1,  on  a 

1  1  ("* 

(*-!)-'    ~I>  +  ,)J0 

1  1      rœ 

, ^zr  =  w î    /       e-9ix+i)mnd(D, 


d'où 


(  i  —  •r3)"-*-'  (—  1  )-+'  T:  [n  -f-  1 


f  °°  f"  e(s'?ÎQn(pndÔdfe<e+9)*; 

t/o     i/o 


on  aura  donc,  en  vertu  de  la  définition  des  différentielles  à  indices 
quelconques, 

J       ô=^=(-,)~r.  (,  +  ,),/.    j0    *Wr<"*Jt+tfFi 
et  si  l'on  pose 

0  =  <ptang2-,      d'où      d9  =  <p  tang  - — — , 

cos:  - 

2 

cette  équation  devient 


r+'  dx  «         r~  •  2«+.w  d<"   I        cos  •  m 

I       ; ^^i—t !,,«„,/ — r- v   /     sin2n+t I       ■-  ~  ®"do 
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D'ailleurs  l'intégrale  définie  relative  à  <p  a  pour  valeur 

6) 

COS^"1"2  - 


(i»-t-COS0))"+' 

et  l'on  aura,  toute  réduction  faite, 

r'+,_i/r"Tl_   _  —i  Ç*      sin2"+'M         , 

7 îwZT 

qui  correspondent  aux  valeurs  de  x  plus  grandes  que  i .  On  eût  ob- 
tenu une  formule  applicable  à  tous  les  cas  en  employant  un  dévelop- 
pement différent  pour  la  fonction- — —  ■ 

Si .  par  exemple ,  on  prend 


— ! =  — ' — 5  r"e-«(H-*)0»rf0, 


(-V— 


■i  —  .ri"11  r( 

don 

(I  —  .r  •"  r-(«-t-i)    Jo    Je. 

et  qu'on  opère  sur  ce  développement  exponentiel ,  comme  nous  l'avons 
fait  précédemment,  on  trouvera  sans  difficulté 

J         T-^f-  -  a-"'r(,f-t-i)J0     (I+Je^)"' 

.  _     y^.,  correspondante 
à  une  valeur  quelconque  de  x. 

XVII. 

Dans  bien  des  cas  la  transformation  des  différentielles  à  indices  quel- 
conques, en  intégrales  définies,  exige  des  calculs  fort  longs;  mais  il 
arrive  souvent  que  cette  transformation ,  effectuée  dans  l'hypothèse  par- 
ticulière où  les  indices  sont  entiers,  conduit  à  des  résultats  exacts  dans 
tous  les  cas. 
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Quand  cette  particularisation  momentanée  doit  apporter  des  simpli- 
fications notables,  on  devra  toujours  s'y  soumettre,  sauf  ensuite  à 
discuter  la  généralité  des  résidtats  obtenus. 

L'application  de  ce  cpii  précède  conduit  immédiatement  à  la  valent 
générale  de  la  seconde  des  intégrales  particulières  de  l'équation   2  1 

n  étant  un  nombre  entier,  on  a,  par  la  formule  du  binôme. 


(X>  -    jf  =    V  MfLtii (—rtP  X*n-2P 


d'où 

d"  (x2—  1)"  ^  r  (n  + 1  )  r  (an  —  ip 


V  iin-t-i^an-ap  +  i)  , 

^rfn  — B-f-ilrCu-4-ilrCn  — aD-t-il  v 


dx"  ^r(/!-p+i)r(p+i)r(n-2/n-i) 

D'ailleurs 


r(2n  — ■  %p- 


-1)       _  2'"+'   r(n  +  i)     r»     evrffl 
ï+T)  _"  "T"  r(2/>  +  i)  J0    (1  4-5-.'-'' 


r(«— P-hi)r(p- 
donc 

rfx"  7T  Jo    (i+5!),+i  £à  r (ï-p-hi) r(n- 2/5+1  K 

mais  l'expression 

V         r("  +  0 Xn-*P (0   ,—  )v  =  yn(»-*)-{»-*P+r)  (      —  )V 

■4*r(2p+i)r(n-2p-\-i)  v   v        y        ^-*     i.a.3...2p  v  x 

n'est  autre  que  la  partie  réelle  de  (x  ±  &  y  —  1)";  on  aura  dont 

d"(x2—  1)"  _   2*T(n-f-i)     Px  (x  -+-  9  J^~jf  +  {x  —  8  y/37  V' 

et  il  est  très- facile  de  s'assurer  que  l'équation  (21)  est  satisfaite,  quel  qu< 
soit  n ,  en  posant 

/»*(*+ 9y/=7)"  +  (*-8v/^7)" 

J~   Jo  (i+»r  LJ' 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

Jo     (cos'w+ xJsin2wj""t"' 


[*]  Cette  formule  a  été  donnée  par  M.  Wantzel ,  dans  le  Compte  rendu  îles  téancei 
de  l'Académie  des  Sciences,  tome  XVl/  ,  page  i  iqt  . 
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XVIII. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  n  est  positif,  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (21)  sera 


y 


,,,,     C  *        cos"w  cos/îw           ,           _     p-st       sinjn+l  w         . 
AJT    +       /       -, : ; .  ■    ,    .„^,  ClM  -+-  B     /       , : rfu: 

J0     (cos^+x-sm'u)"-1  JQ     (x  +  cosu),M-' 


seulement,  ainsi  que  je  l'ai  dit,  la  seconde  de  ces  intégrales  ne  peut 
subsister  que  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  1 . 

La  forme  de  cette  intégrale  générale  sera  la  même  si  n  et  n  -+■  1  sont 
négatifs,  car  le  changement  de  n  en  —  n  ou  de  n  en  n  —  1  produit  le 
même  changement  dans  l'équation  (2  1). 

Si  n  est  négatif  et  n  +  1  positif,  l'intégrale  devient,  en  changeant  le 

signe  de  n , 

.   r»       </.>.■»           _  r  1-"     (W-" 
-r  =  A  I     1 —n  +  b  /      — , 


r  =  A  / -,  +  B  / 


(.X+COSm)'- " 


(Les  deux  intégrales  deviennent  identiques  dans  le  cas  particulier  de 
n  =  i;  mais  en  posant  1  —  27/  —  h,  et  faisant  tendre  h  vers  o,  on  dé- 
duit aisément  de  l'équation  précédente  la  valeur  suivante  de  y  qui  cor- 
respond à  ce  cas  particulier, 


Jo     \jx  -+-  cos  w  Jo     yx  -H 


v.i 


Enfin,  comme  le  paramètre  «  (w  +1)  de  l'équation  (21)  peut  être 
réel  pour  des  valeurs  imaginaires  de  n,  on  est  nécessairement  conduit 
dans  cette  question  à  la  considération  des  différentielles  à  indices  ima- 
ginaires; les  formules  que  nous  avons  données  sont  encore  applicables 
dans  ce  cas,  mais  leur  discussion  présente  peu  d'intérêt. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


SOLUTION   DE   QUELQUES   PROBLÈMES  DE   MÉCANIQUE, 
Par  M.  Ossian  BONNET. 


Considérons  une  chaîne  parfaitement  flexible  et  homogène,  ayant 
partout  une  égale  épaisseur.  Supposons  ses  extrémités  fixées  d'une  ma- 
nière invariable  aux  deux  points  A  et  B,  et  chacun  de  ses  éléments  sol- 
licité par  une  force  déterminée,  assujettie  à  la  seule  condition  de  varier 
d'une  manière  continue  tant  en  grandeur  qu'en  direction,  quand  on 
passe  d'un  élément  à  l'élément  suivant;  nous  aurons  ,  pour  l'équilibre 
d'un  élément  quelconque ,  les  trois  équations  connues 

d.fo  j£)  +  Xds  =  o, 

rf.(T2)+YA=o, 

d.(T  -J)  +  Zds=,Q-, 

\       as  l 

jc,j~,  z  représentant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de 
l'élément  considéré,  s  l'arc  de  la  chaîne  compris  entre  un  point  fixe 
et  le  point  variable  (a*,  j,  z),  T  la  tension  en  ce  dernier  point,  X,  Y,  Z 
les  forces  rapportées  à  l'unité  de  longueur  et  parallèles  aux  axes  qui 
répondent  au  même  point,  et  enfin,  toutes  les  différentielles  se  rappor- 
tant à  un  même  déplacement  infiniment  petit  effectué  sur  la  chaîne, 
dans  un  sens  qui  pourrait  être  quelconque,  mais  que  nous  supposerons 
toujours  être  celui  dans  lequel  sont  comptées  les  valeurs  positives  de  s, 
pour  fixer  les  idées  et  pour  rendre  positive  la  différentielle  ds. 

Si  en  vertu  de  la  nature  des  forces  X,  Y,  Z,  et  de  la  position  des 
points  fixes  A  et  B,  la  courbe  d'équilibre  de  la  chaîne  est  plane,  on 
pourra  rapporter  l'équilibre  à  deux  axes  situés  dans  le  plan  de  cette 

Tome  IX.  —Juin  184  j.  ag 
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courbe ,  et  alors  il  suffira  de  considérer  les  deux  premières  des  équa- 
tions  i  . 

C'est  le  casque  nous  examinerons  en  premier  lieu. 

Développons  les  deux  équations  d'équilibre,  il  vient,  en  prenant  s 
pour  variable  indépendante, 

^  d' x         dT  dx  

ds"  ds  ds 

T£|+^f  +  Y   =  o; 
as*  ds   ds 

don 


dx 
T                   A" 

-*î 

d-  x  dy 
ds2   ds 

d-y  dx' 
~~d?  ds 

dT          '     ds2 

d'x 
ds* 

T, 

ds          d7 x  dy 
ds*  ds 

d2y  dx^ 
ds*   ds 

'*î 

-*l\ 

d'y 

Y  — 
ds2 

d- x  dy 
v  ds'    ds 

d"y  dx   J 
~~ds~2~dsj 

d2x  dy 
ds2  ds 

d2y  dx 
ds2  ds 

et,  en  éliminant  T. 

J    ...      ...    ,       ...-      ...-  . 


Cette  équation  représente  la  courbe  qu'affecte  la  chaîne  dans  la  posi- 
tion d'équilibre. 

On  peut  la  mettre  sous  une  forme  plus  simple. 

s  étant  la  variable  indépendante,  on  a 

dx  d2x  dy  d2y  

ds    ds2  ds    ds2 

d'où 

d2x  d2y 

ds1  _  ds2    d2x  dy  d'y  dx  l 

dy  dx  ds2  ds  ds2    ds  p 

ds  ds- 

en  appelant  p  le  rayon  de  courbure,  et  observant  que 


ï)! -d)"-.  -  vW+W) 
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dp  là  nous  tirons 


*y 

dx 

d'x 

~d?   ~ 

4.* 
-  p' 

dy  _ 

ds' 

ds 

-+-   — • 
P 

d'x  dy 
ds-    ds 

d2y   dx 
ds'   ds2 

P 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  devant  être  pris  d'après  Ja  der- 

dy 

nière  relation,  selon  cpie  la  dérivée  par  rapport  à  s  de  —-  est  négative 

ou  positive,  c'est-à-dire  suivant  que  la  tangente  de  l'angle  et  par  con- 
séquent l'angle  que  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x  la  tan- 
gente à  la  courbe  d'équilibre,  va  en  diminuant  ou  en  augmentant 
pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  point  de  contact,  effectué  sur 
la  chaîne  dans  le  sens  où  sont  comptées  les  valeurs  positives  des  arcs  s. 
Substituant  dans  l'équation  (a),  il  vient 

4?  (Y£-x£)Mx£+ï  £)*-"• 

Je  signe  ±  étant  déterminé  comme  il  vient  d'être  dit. 

Appelons  maintenant  R  l'intensité  d.e  la  force  qui  sollicite  la  chaîne 
au  point  x,  y,  z,  et  a  l'angle  positif  que  la  direction  de  cette  force  fait 
avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x;  soit  en  même  temps  <p  l'angle  po- 
sitif que  fait  avec  la  même  partie  de  l'axe  des  x,  la  portion  de  la  tan- 
gente à  la  chaîne  obtenue  en  prolongeant  l'élément  de  l'arc  de  cette 
chaîne  dans  le  sens  positif;  on  aura 

X  =  Rcosa,     Y  =  Rsina, 

dx  dy 

^  =  cos<p.        ^  =  sinçp, 
et  l'égalité  précédente  deviendra 

(3)  d.[Rp  sin  (a  —  f)]  ±  Rcos  (a  —  9)  ds  =0. 

Si  6  est  l'angle  plus  petit  que  180  degrés  que  fait  la  direction  de  la 
force  R  avec  la  portion  de  la  tangente  à  la  chaîne  obtenue  en  pro- 
longeant l'élément  de  l'arc  dans  le  sens  positif,  on  aura 

sin  (a  —  f)  ±=  ±  sin  9.     et     cos  (a  —  <p)  ==  cos  6, 
le  signe  placé  devant  sin  5  étant  +  ou  —  ,  selon  que  l'angle  ç>  va  en 
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diminuant  ou  en  augmentant  pour  un  déplacement  infiniment  petit 
effectué  dans  le  sens  des  s  positifs,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer 
en  examinant  toutes  les  positions  qui  peuvent  se  présenter  et  remar- 
quant que  la  force  R  doit  toujours  agir  dans  la  convexité  de  la  chaîne. 
Cela  nous  donne  enfin,  pour  l'équation  de  la  courbe  d'équilibre  de 
la  chaîne, 

(4)  rf.(RpsinS)  -f-  Rcos  6  ds  =  o. 

Pour  mettre  plus  d'uniformité  dans  nos  calculs,  nous  emploierons  tou- 
jours l'équation  précédente  quand  nous  voudrons  connaître  la  figure 
d'équilibre  d'une  chaîne,  la  force  étant  donnée,  ou  réciproquement 
pour  déterminer  la  force,  quand  nous  connaîtrons  la  figure  d'équilibre; 
nous  devons  dire  seulement  qu'il  sera  quelquefois  plus  avantageux 
d'opérer  directement. 


Si  nous  supposons  en  premier  lieu  la  force  R  normale  à  la  courbe 
d'équilibre  de  la  chaîne,  nous  aurons 

0  =  -.     d'où     sin  ô=i,     cos  0  =  o  , 

2 

et  l'équation  |  i)  deviendra 


ii 


p  =  c, 


ce  qui  montre  que  la  courbe  d'équilibre  dans  le  cas  considéré  a  en 
chacun  de  ses  points  son  rayon  de  courbure  inversement  proportion- 
nel à  la  force,  d'où  l'on  déduit  que  si  la  force  est  constante,  la 
courbe  sera  un  cercle,  etc.  Tous  ces  résultats  sont  connus. 

III. 

Supposons  en  second  lieu  la  force  R  toujours  parallèle  à  la  même 
direction.  Prenons  pour  partie  positive  de  l'axe  des  x  une  parallèle  à 
la  force  R,  et  pour  partie  positive  de  l'axe  des  y  une  perpendiculaire 
menée  du  côté  où  sont  situées  les  portions  des  tangentes  obtenues  en 
prolongeant  les  éléments  des  arcs  s  dans  le  sens  des  valeurs  positives 
de  ces  arcs.  Il  est  facile  de  voir  qu'alors ,  la  force  R  étant  toujours  dans 
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la  convexité  de  la  chaîne,  l'angle  9  ira  en  croissant  pour  un  déplace- 
ment fait  sur  la  chaîne  dans  le  sens  des  valeurs  positives  de  s,  et  que 
l'on  aura  les  différentielles  se  rapportant  comme  ci-dessus  à  un  dépla- 
cement fait  dans  le  même  sens 

ds  —  pd9; 

cela  étant,  l'équation  (4)  deviendra 

(5)  d.(B.psinO)-h  RpcosOdO  =  o. 

Ce  n'est  que  pour  fixer  les  idées  et  pour  arriver  plus  rapidement  à  l'é- 
quation précédente,  que  l'on  a  supposé  la  partie  positive  de  l'axe  des  y 
dans  un  certain  sens  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  (5 )  subsiste 
encore  quand  la  partie  positive  des  y  est  prise  dans  le  sens  opposé.  Du 
reste,  on  peut  établir  cette  équation  d'une  autre  manière  qui  met  en 
évidence  ce  que  nous  venons  d'avancer. 

Reprenons  l'équation  (3),  et  faisons  dans  cette  équation  a  =  o.  il 
viendra 

rf.(Rjssinç)  +  Rpcosç^/.y=  o. 

le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  devant  être  pris  suivant  que  ç 
va  en  diminuant  ou  en  augmentant  pour  un  déplacement  fait  sur  la 
chaîne  dans  le  sens  des  s  positifs;  mais  on  a  évidemment 

ds  =  +  pdip, 

le  signe  étant  déterminé  de  la  même  manière;  donc  l'équation  ci-des- 
sus revient  à 

d.Ttpsimp  +  Rpcosadf  =  o; 

d'ailleurs 

<p  =  Q,     ou     (f  =  in  —  5; 

substituant,  on  trouve  l'équation  (5),  qui  se  trouve  ainsi  établie  pour 
tous  les  cas. 

Développons  l'équation  (5),  il  viendra 

sin5c/.Rp  -+-  iRpcosOdO  =  o, 
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d'où,  intégrant. 

(6)  R1osina0  =  C. 

Faisons  maintenant  quelques  hypothèses  sur  R;  posons  en  premier 
lieu 

R  =  rtsin'"  Q  [*], 
l'équation  (6)  deviendra 

(7)  p  sinm+2  6  =  -  =  C; 


ds         dx  1/1  -f-  y'- 
P   - 


dh  dn  cos  5  dd ' 

en  remarquant  que 

?-'  =  langS, 


donc 


rf*  =  sm~^m+^6cos6d$. 


et,  intégrant. 

(  m  ■+-  I  )  x 
C7 


=  -  =  sin"'"    '   9. 


On  ne  met  pas  la  constante  qu'il  serait  toujours  possible  de  faire  dis- 
paraître en  portant  l'axe  des  y  parallèlement  à  lui-même. 

Remplaçant  enfin  sin  0  par  sa  valeur—  r  il  vient 

v'-+-  y"-' 


d'où 
8 


dj  = 


\/(â: 


[*]  On  a  cette  expression  de  la  force  quand  on  considère  une  voile  flexible  de 
forme  rectangulaire  dont  deux  côtés  opposés  sont  fixes,  et  que  l'on  suppose  la  pression 
du  vent  en  mouvement  sur  un  élément  fixe  d'une  surface,  proportionnelle  à  l'étendue 
de  cette  surface  et  à  la  puissance  m  de  la  vitesse  du  vent  estimée  dans  le  sens  de  la  nor- 
male à  cet  élément. 
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Ainsi  nous  obtenons  les  courbes  que  nous  avons  considérées  dans  un 
autre  article  [*],  et  qui  jouissent  de  plusieurs  propriétés  remarquables. 

On  peut  déduire  de  là  quelques  résultats  connus.  Si  1  on  fait  m  =  o, 
ia  force  R  est  constante,  et  l'équation  (8)  est  celle  d'une  chaînette.  Si 
m  =  i ,  la  force  R  est  en  raison  directe  du  sinus  de  l'angle  que  fait  avec 
l'axe  des^r  la  tangente  de  la  courbe  au  point  où  elle  est  appliquée;  en 
d'autres  termes,  les  forces  qui  sollicitent  les  éléments  de  la  chaîne  sont 
proportionnelles  aux  projections  de  ces  éléments  sur  l'axe  des  j,  et 
dans  ce  cas,  l'équation  (8)  représente  une  parabole  qui  est  bien,  en 
effet,  la  courbe  des  ponts  suspendus,  etc. 

L'équation  (8)  se  présente  sous  une  forme  illusoire  quand  m  =  —  i  : 
pour  ce  cas,  qui  est  celui  où  la  composante  de  la  force  donnée,  nor- 
male à  la  courbe  d'équilibre  de  la  chaîne,  est  constante,  il  faut  re- 
monter à  l'équation  (7);  on  obtient  ainsi 

p  sin  0  =  C , 

où,  en  substituant  à  p  sa  valeur  en  fonction  de  0, 

dx  cos  9  dd 

G  ~       sin  9 

d'où,  intégrant  deux  fois  sans  mettre  les  constantes  qu'il  est  toujours 
possible  de  faire  disparaître  en  portant  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  , 

ec  =  cos  ^  ; 

changeant  les  axes  de  manière  que  la  partie  positive  des  x  et  la  partie 
positive  des  j  deviennent  respectivement  la  partie  négative  des  y  et  la 
partie  positive  des  x,  il  viendra 
ï 

TT,  X 

e  ^   cos  —  =  1 . 

C'est  le  résultat  auquel  on  arrive  quand  on  cherche  l'équation  de  la 
chaînette  d'égale  résistance,  ainsi  que  l'a  fait  voir  Coriolis,  à  la  page  51- 
du  tome  Ier  de  ce  Journal. 

Si  au  lieu  de  supposer  la  force  R  simplement  proportionnelle  à  une 

[*]  Voyez  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  tome  IX,  page  07. 
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puissance  de  sin  6,  on  la  suppose  proportionnelle  à  une  puissance  de 
sin  6  et  à  une  puissance  de  p,  on  trouve  encore  les  courbes  (8).  En  effet, 
on  a  alors 

R  =  asmm6  p", 

et  l'équation  (6)  devient 

o"^  sinm+2  9  =  -  —  C, 

a 

OU 

m-t-2  i 

psin"^'  0  =  0'"^  =C", 
d'où,  intégrant  comme  plus  haut, 

dI 


m 


2  («-(-.) 


Supposons  encore  la  force  R  proportionnelle  à  une  puissance  quel- 
conque de  cos  5,  de  telle  sorte  que 

R  =  a  cos'"  ù . 
l'équation  (G)  deviendra 

û  sin2  ô  cos'"  6  =  -  =  G, 

r  a 

d'où  l'on  tire  aisément 


C  sin2  9  cos"1- '  S 

Si  en  particulier  m  =  i,  auquel  cas  la  force  R  a  une  intensité  qu'il  est 
facile  d'interpréter,  l'équation  précédente  donne 

dr 

x  tang  9  =  x  —  =  —  G, 

en  ne  mettant  pas  la  constante,  d'où,  intégrant, 
ce  qui  est  assez  remarquable. 
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IV. 

Sans  nous  arrêter  à  faire  un  plus  grand  nombre  d'applications  du 
cas  où  la  force  R  est  toujours  parallèle  à  la  même  direction,  cas  pour 
lequel,  nous  devons  le  dire,  il  est  presque  toujours  plus  simple  d'opérer 
directement  et  sans  passer  par  l'équation  (5),  passons  à  d'autres  hypo- 
thèses sur  la  direction  de  la  force. 

Supposons  que  l'angle  6  que  fait  la  force  R  avec  la  tangente  à  la 
courbe  d'équilibre  soit  constant,  l'équation  (5)  deviendra 

r/.Rp  +  RcotOds  =  o; 

mais  (o  étant  toujours  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  l'axe 
des  x,  on  a 

ds  =  ±  pdf, 

le  signe  étant  facile  à  déterminer;  l'équation  précédente  revient  donc  à 

d.T\p  ±  RpcotOdy  =  o, 
d'où,  intégrant, 

9  Rp  =  Ce"'?, 

en  posant,  pour  simplifier, 

qr  cot  Q  =s  m. 

Faisons  maintenant  quelques  hypothèses  sur  R.  Supposons  d'abord 
R  constant;  l'équation  (9)  se  réduira  alors  à 

10)  p  =  Ce""?. 

Toutes  les  courbes  comprises  dans  cette  dernière  équation  ont  leurs 
développées  semblables  à  elles-mêmes.  En  effet,  de  cette  équation  on 
tire 

dp  =  mC'e""?  d<p  =  mpdy, 
d'où 

4 

T,  =  mP; 

Or   ±  —  est  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de  la  courbe,  et 

Tome  IX.  —  Jns  1844  .J(\ 
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l'équation  précédente  montre  que  cette  quantité  est  proportionnelle  au 
rayon  de  courbure. 

On  sait  que  les  spirales  logarithmiques  jouissent  de  la  propriété 
dont  il  s'agit;  je  dis,  de  plus,  que  les  spirales  logarithmiques  sont  les 
seules  courbes  comprises  dans  l'équation  (10). 

En  effet,  substituant  à  p  sa  valeur,  cette  équation  donne 

dx  =  ±  C cosoe"'? dtp, 
et  par  conséquent 

dy  =  ±  G  sin  ye"'?  dy  ; 

d'où,  intégrant  par  parties, 

„,  e""?  (  sin  m  -f-  m  cos  o) 
x  =  ±  C — î -» 


„.  e"  ?  (m  sin  o  —  cos  ») 

r   =   ±  C   s ! — : -> 

-'  î  -f-  7W* 


en  laissant  de  côté  les  constantes  qu'il  est  toujours  possible  de  faire 
disparaître. 

Pour  éliminer  <p  entre  les  deux  équations  précédentes,  divisons-les 
l'une  par  l'autre,  il  viendra 

y         m  sin  <p  —  cos  <p  m  tang  y  —  î 

x         sin  y  ■+-  m  cos  <p  tang  <p  -+-  m 

d'où 

x-f-  W)'  m         x 

tans  <p  = = -; 

°   '  mx — y  1    y 

m   x 
partant  dans  la  valeur  de  x2  -+-  y2,  en  se  rappelant  que 

m  —  —  cot  9, 
et  en  posant 


on  trouve,  toutes  réductions  faites, 

r  —  Aera('"+". 
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On  arriverait  à  une  conséquence  analogue  si  l'on  posait 
R  =  ae"? . 

On  pourrait  faire  d'autres  hypothèses  sur  R  qui  conduiraient  à  des  ré- 
sultats plus  ou  moins  curieux. 


Supposons  maintenant  que  la  force  R  passe  constamment  par  un  même 
point  que  nous  supposerons  être  l'origine  des  coordonnées,  l'angle  que 
fait  la  force  R  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  oc,  et  que  nous  avons 
représenté  dans  lé  §  Ier  par  a,  sera  égal,  dans  ce  cas,  à  l'azimut  du 
point  où  la  force  est  appliquée,  ou  à  cet  azimut  augmenté  de  180  de- 
grés Ainsi,  représentant  l'azimut  d'un  point  quelconque  par  u,  nous 
aurons 

a  =  m,     ou     a  =  i8o°  —  ;>. 

d'où,  dans  tous  les  cas. 

dy,  =  d',>. 

Pieprenons  maintenant  l'équation  4  ,  et  remplaçons  dans  cette  équa- 
tion ds  par  sa  valeur  ~  pdf,  il  viendra 

d(Rpsin6    —  Rpcos0</«  =  o, 

ie  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  devant  être  pris  selon  que 
l'angle  o  va  en  diminuant  ou  en  augmentant  pour  un  déplacement  in- 
finiment petit  fait  dans  le  sens  des  s  positifs;  mais  on  a,  ainsi  qu'on  l'a 
vu  dans  le  §  Ier. 

sin  (œ  —  œ   =  ±  sin  5,     cosfa  —  ç)  =  cos  Q. 
d'où  dy.  —  de  =  da  —  dz  ±=  dz  dO , 

le  signe  des  seconds  membres  étant  déterminé  de  la  même  manière;  on 
a  donc 

d  JU sin  5   —  Piscos5rf5  —  Rpcos$rf«  =  o. 

le  signe  +  étant  toujours  déterminé  comme  il  a  été  dit.  De  là  on  déduit 

sin  5<f.Rs  —  aR  '.cos  5d5  —  RpsxisQdw  =  o. 

a9- 
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d'où 

</.Rp    — icosddO  dbcosfirfw 

v11'  Rp     "  sirTë 

Cette  équation  sera  principalement  utile  pour  taire  connaître  la  force  . 
quand  la  courbe  d'équilibre  de  la  chaîne  sera  donnée.  Faisons  quel- 
ques applications. 

Supposons  la  courbe  d'équilibre  telle  que  ô  soit  constant;  et  cher- 
chons d'abord  l'équation  de  cette  courbe.  Pour  cela,  remarquons 
qu'ayant 

sin  (a  —  f)  =  ±  sin  9,     cos  (a  —  <p)  =  cos  9 , 
comme  il  a  été  dit  dans  le  §  Ier,  on  a  aussi 

tang  (a  —  cp) ■  =  ±  tang  6, 

et  par  conséquent 

tang  (m  —  (p)  =  zh  tang  9, 

puisque  a  =  w  ou  =  i8o°  -+-  w.  Mais  /'étant  le  rayon  vecteur  cor- 
respondant à  l'azimut  «,  on  a 

,  .  rdia 

tang  (ta  -  ç)  =  -  -^  ; 
donc 

—  -  +  tang  S, 

le  signe  étant  toujours  déterminé  de  la  même  manière;  de  là  nous  ti- 
rons, en  intégrant, 

(12)  /•  =  Ce=Fcot«" 

pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée. 

Maintenant,  9  étant  constant,  l'équation  (11)  devient 

--p-  =  ±  cot  9 du, 

Rp 
d'où,  intégrant, 

Rp  =  C'e±cot  °'"; 
d'ailleurs,  de  l'équation  (12)  on  tire  le  rayon  de  courbure 

r  C 

sin6         sin£ 
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on  a  donc 

R  =  C  sinQe±2cot0">  =  -, 

r- 

pour  la  force  cherchée. 

Supposons,  en  second  lieu,  la  courbe  d'équilibre  telle  que 
qr  dQ  =  mck>, 
ou 


en  prenant  l'axe  polaire  convenablement,  et  le  signe  étant  déterminé 
comme  plus  haut;  l'équation  polaire  de  la  courbe  considérée  sera,  en 
se  rappelant  que  l'on  a  ,  en  général , 

ainsi  qu'on  l'a  déjà  fait  voir, 

dta 

r-r  =  —  cot  ;hw; 

dr 

d'où,  intégrant, 

(  1 3)  rm  =  am  cos  mu. 

Maintenant,  dans  l'hypothèse  actuelle,  l'équation  (1  îj  devient 

d.Kp  [im  -+- 1  )  cos 9 do>  (21/1  4-1  )sinwwrfw 

R  p  sin  9  cos  moi 

d'où,  intégrant, 

■2m  -t-  1 

R(5  cos    "      m  oj  =  C; 
d'ailleurs,  de  l'équation  (i3)  on  tire  le  rayon  de  courbure 

0  =  (cosraw)"'       ; 

1  m  -t-  1  v  ' 

on  a  donc 

m-4-2 

R=C'cos      "'    raw=C"r"M| 
pour  la  force  cherchée. 
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VI 

Nous  avons  toujours  supposé  jusqu'ici  que  la  figure  d'équilibre  de  la 
chaîne  était  une  courbe  plane  ;  si.  en  vertu  de  la  nature  de  la  force  Ret  de 
la  position  des  points  fixes  A  et  E,  la  figure  d'équilibre  est  une  courbe  a 
double  courbure,  on  remarquera  que  la  projection  sur  un  plan  quel- 
conque  de  cette  courbe  à  double  courbure  peut  être  considérée  comme 
la  figure  d'équilibre  d'une  chaîne  dont  les  éléments  sont  sollicites  par 
les  composantes  parallèles  au  plan  de  projection  des  forces  qui  agissent 
sur  la  première  chaîne,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  aisément,  soit  au 
moyen  des  trois  équations  (t),  soit  en  employant  immédiatement  les 
théorèmes  élémentaires  sur  la  composition  des  forces.  Cela  étant,  on 
pourra  toujours,  en  opérant  comme  au  §Ier,  mettre  l'équation  des  pro- 
jections sur  les  plans  coordonnés  de  la  courbe  d'équilibre  d'une  chaîne 
quelconque,  sous  la  forme  de  l'équation  (4),  et  conclure  ensuite,  dans 
plusieurs  cas,  soit  les  projections  de  la  figure  d'équilibre  de  la  chaîne  . 
la  force  étant  donnée,  soit  inversement  la  force  quand  on  connaîtra 
les  projections  de  la  figure  d'équilibre. 

VII. 

Considérons  le  mouvement  dans  l'espace  d'un  point  matériel  quel7 
conque;  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  de  ce  point  au  bout  du  temps  t, 
H  l'intensité  de  la  force  qui  le  sollicite ,  et  enfin  a,  fi,  7  les  angles  que 
la  direction  de  la  force  R  fait  avec  les  parties  positives  des  axes  des 
coordonnées  :  on  aura,  comme  l'on  sait,  les  trois  équations 

d-x        n 

—   =  R  cos  v  . 

i'i  '  ^r  =  R  cos  .''  • 

d  z  „ 

-r-  =  RCOS7. 
dt-  ' 

Si  le  mouvement  a  lieu  dans  un  pian,  on  pourra  prendre  les  axes 
des  coordonnées  dans  ce  plan,  et  alors,  il  suffira  de  considérer  les 
deux  premières  des  équations  1  \  C'est  ce  cas  que  nous  examinerons 
d'abord. 
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Appelons  v  la  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps  t,  6  l'angle  que 
fait  avec  la  direction  de  la  force  R  la  tangente  de  la  trajectoire  au  point 
x,  y,  z,  prolongée  dans  le  sens  du  mouvement,  et  enfin  p  le  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire  au  même  point.  On  pourra,  comme 
l'on  sait,  remplacer  les  équations  du  mouvement  par  les  suivantes  : 

-  =  R  sin  Q,     —  =  Rcos6. 

p  dt 

De  la  première  équation  nous  déduisons 

f/(Rpsinô)  =  ivdv, 

les  différentielles  se  rapportant,  dans  cette  dernière  équation  comme 
dans  l' avant-dernière,  à  un  déplacement  infinimentpetit  effectué  clans  le 
sens  du  mouvement;  mais  s  étant  l'arc  de  la  trajectoire  compté  à  partir 
d'un  point  fixe  dans  le  même  sens ,  on  a 

ds 

l'équation  précédente  revient  donc  ;i 

d(Rfi  sin  6)  —  i  —  ds  —  u, 

ou,  d'après  une  de  celles  écrites  plus  baut, 

(i.5)  rf(Rpsin0)  —  aRcosÔrfe  =  o, 

équation  qui  représente  la  trajectoire  du  mobile. 

Si  nous  comparons  l'équation  (  i  5)  à  l'équation  (/j),  nous  remarquons 
une  certaine  analogie:  les  premiers  termes  sont  les  mêmes  dans  les 
deux  équations,  et  le  second  terme,  dans  la  première  équation,  est  égal 
au  double  changé  de  signe  du  second  terme  dans  la  seconde.  Nous 
déduisons  de  là  une  conséquence  remarquable  :  concevons  qu'ayant 
décomposé  la  force  R  en  une  force  normale  et  une  force  tangentielle,  on 
prenne  chacune  de  ces  composantes  en  sens  inverse,  en  réduisant  à 
moitié  la  composante  normale;  appelons  R'  la  résultante  de  ces  deux 
nouvelles  forces,  et  9'  l'angle  que  fait  la  force  R'  avec  Ja  tangente  à  la 
trajectoire  prolongée  dans  le  sens  du  mouvement,  nous  aurons 

RsinS  =  2R'sin&',     R'cos0'=-  Rcostf, 
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d'où,  substituant  dans  l'équation  (i 5), 

d  (R'  p  sin  0'  )  -+-  R'  cos  6'  ds  =  o. 

Otte  équation  coïncide  avec  l'équation  (4);  nous  pouvons  donc- 
dire  :  «  La  trajectoire  que  décrit  un  mobile  sous  l'action  de  la  force  R, 
»  est  la  courbe  d'équilibre  d'une  chaîne  dont  chaque  élément  est  sol- 
»  licite  par  une  force  qui  se  déduit  de  R  en  prenant  en  sens  inverse 
»  les  composantes  normale  et  tangentielle  de  cette  force  et  réduisant 
«  à  moitié  la  composante  normale.  »  Il  est  bien  entendu  que  la  chaîne 
doit,  en  outre,  être  assujettie  à  passer  par  deux  points  de  la  trajectoire 
et  à  avoir  pour  longueur  entre  ces  deux  points  la  longueur  de  l'arc  de 
la  courbe  compris  entre  les  mêmes  points. 

Après  avoir  pris  en  sens  inverse  les  composantes  normale  et  tangen- 
tielle de  la  force  P,  on  pourrait ,  au  lieu  de  réduire  à  moitié  la  compo 
saute  normale,  doubler  la  composante  tangentielle,  et  l'on  arriverait 
encore  à  la  même  conséquence. 

On  peut  présenter  le  résultat  précédent  sous  une  forme  inverse  et 
dire  :  «  Si  une  courbe  plane  quelconque  est  la  figure  d'équilibre  d'une 
»  chaîne  dont  chaque  élément  est  soumis  à  l'action  de  la  force  R,  la 
h  même  courbe  sera  la  trajectoire  d'un  mobile  sollicité  par  une  force 
»  que  l'on  déduit  de  R  en  prenant  en  sens  inverse  ses  composantes 
»  normale  et  tangentielle  à  la  courbe  et  doublant  la  composante  nor- 
»  maie  ou  réduisant  à  moitié  la  composante  tangentielle.  »  11  est  en- 
core bien  entendu  ici  que  les  circonstances  initiales  du  mouvement 
du  mobile  doivent  être  convenablement  choisies  :  ainsi,  il  faut, 
comme  on  le  reconnaît  aisément,  que  le  point  de  départ  du  mobile 
soit  à  l'extrémité  de  la  chaîne,  que  sa  vitesse  initiale  soit  dirigée  sui- 
vant la  tangente  de  la  chaîne  à  cette  extrémité,  et  enfin  que  le  carré 
de  sa  vitesse  initiale,  divisé  par  la  composante  normale  de  la  force  qui 
le  sollicite  à  l'origine  du  mouvement ,  soit  égal  au  rayon  de  courbure 
de  la  chaîne  à  la  même  extrémité. 

VIII. 

La  remarque  que  nous  venons  de  faire  dans  le  paragraphe  précédent. 
établissant  une  certaine  relation  entre  l'équilibre  et  le  mouvement, 
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pourra  être  utile  clans  plusieurs  circonstances.  On  peut  s  en  servir,  par 
exemple,  pour  démontrer  d'une  manière  très-simple  le  théorème  que 
nous  avons  fait  connaître  à  la  page  1 13  de  ce  volume ,  et  qui  s'énonce 
ainsi  : 

«  Si  un  mobile  successivement  soumis  à  l'action  des  forcesF,  F',  F",... 
»  et  partant  toujours  du  point  A  avec  des  vitesses  v0,  v'0,  v'b,...  f'e 
»  même  direction  ,  mais  d'intensités  différentes,  décrit  la  même  courbe 
»  AMB,  le  même  mobile  partant  du  point  A  avec  la  vitesse  V0  et  soumis 
»  à  l'action  de  la  résultante  des  forces  F,  F',  F",...  décrira  encore  la 
»  courbe  AMB,  pourvu  que  la  vitesse  V0  ait  la  même  direction  que  les 
»  vitesses  t>0,  v'v,...  et  que  son  intensité  soit  telle  que 

V?    =    v*    +    "'„2.+    "o2    +-•    » 

En  effet,  soient  T  et  N  les  composantes  tangente  et  normale  à  la 
courbe  AMB  de  la  force  F;  T'  et  W  les  composantes  analogues  de  la 
force  F',  et  ainsi  de  suite.  Si  aux  différents  points  d'une  chaîne  on 
applique,  dans  des  sens  respectivement  opposés  à  ceux  des  composantes 

de  la  force  F,  une  force  T  et  une  force  - ,  cette  chaîne  aura  pour  figure 
d'équilibre  la  courbe  AMB;  il  en  sera  de  même  si  l'on  applique  à  chaque 
élément  de  la  chaîne  la  force  T'  et  la  force  —  dans  des  sens  respective- 
ment opposés  à  ceux  des  composantes  de  la  force  F',  et  ainsi  de  suite; 
donc  il  en  sera  de  même  aussi  si  l'on  applique  à  chaque  élément  de  la 
chaîne  la  résultante  des  forces  T,  T',  T",...  et  la  résultante  des  forces 

N     N'     N" 

-»  —,  — ,...  prises  comme  il  a  été  dit;  de  là  résulte  que  si  l'on  soumet 

un  mobile  à  l'action  de  la  résultante  des  composantes  tangentes 
T,  T',  T",...  et  de  la  résultante  des  composantes  normales  N,  W,  N",... 
des  forces  F,  F',  F",...  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  à  l'action  de  la  ré- 
sultante des  forces  F,  F',  F",...,  ce  mobile  décrirala  courbe  AMB,  pourvu 
toutefois  que  son  point  de  départ  soit  en  A,  que  sa  vitesse  initiale  V0  soit 
dirigée  suivant  la  tangente  en  A  à  la  courbe  AMB,  ou,  en  d'autres  termes, 
comme  le  sont  les  vitesses  v0,v'0,  v"0,...,  et  enfin  que  le  carré  de  la  vi- 
tesse V0  soit  égal  à  la  somme  des  composantes  normales  N,  N',  N",... 
multipliée  par  le  rayon  de  courbure  de  AMB  au  point  A,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  à  la  somme  des  carrés  des  vitesses  e0,  v'0,  v"0,  — 

Tome  IX.-  Ji  un   i3|j.  3o 
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On  peut  rendre  la  démonstration  précédente  indépendante  de  la 
remarque  du  §  VIL  En  effet,  conservant  nos  notations,  nous  voyons 
qu'en  vertu  de  l'hypothèse,  les  équations 

(j  $rj)  —  %Tds  =  o,     d(Wp)  —  iTds  —  o,     d[Wp)  —  %T'ds  =  o,..., 

sont  toutes  vérifiées  pour  la  courbe  AMB  ;  il  en  est  donc  de  même  de 
leur  somme,  c'est-à-dire  de 

rf.[(N+N'4-N"+...)r\|-  a(T  +  r  +  T" +...)«&=  o. 

Mais  cette  dernière  équation  comprend  celle  de  la  trajectoire  du  mo- 
bile dans  le  mouvement  composé;  donc  si  AMB  satisfait,  en  outre,  aux 
circonstances  initiales  du  mouvement  qui  déterminent  les  constantes, 
cette  courbe  sera  la  trajectoire  dont  il  s'agit.  Or,  comme  on  l'a  vu  dans 
la  démonstration  précédente,  les  conditions  initiales  se  trouvent  rem- 
plies si  les  relations  entre  les  vitesses  initiales  qu'exige  l'énoncé  le  sont 
elles-mêmes. 

Les  deux  démonstrations  que  nous  venons  de  donner  supposent  que 
la  trajectoire  soit  plane;  mais  on  passe  aisément  de  ce  cas  au  cas  gé- 
néral ,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  bas. 

IX. 

L'équation  (i5)  peut  servir  à  déterminer  assez  simplement,  cians 
bien  des  cas,  la  trajectoire  décrite  par  un  mobile,  connaissant  la  force 
qui  le  sollicite  ;  ou,  inversement,  à  déterminer  cette  force,  la  trajectoire 
étant  connue.  Faisons  quelques  applications. 

Supposons  la  force  R  qui  sollicite  le  mobile  toujours  parallèle  à  la 
même  direction,  à  l'axe  des  x  par  exemple;  nous  aurons  alors 

ds  —  —  pd$, 

ainsi  qu'on  le  voit  aisément  en  examinant  tous  les  cas  qui  peuvent  se 
présenter,  et  l'équation  (i5)  deviendra 

d(Rpsinô)  -h  "iB.pcos9d6  =  o, 
ou 

smQd.Rp  =  -  3Rpcos$d9\ 
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d'où,  intégrant, 

Rpsin36  =C. 
Soit  maintenant 

R  =  asinm5, 
il  viendra 

p  sin'"-4"3  $  =  -  =  G , 


d'où,  intégrant,  comme  au  §  III 
dj  = 


dx 


v% 


Si  l'on  suppose  m  =  o,  c'est-à-dire  la  force  R  constante,  l'équation  pré- 
cédente devient  celle  d'une  parabole,  ce  qui  doit  être.  Si  m  =  —  i ,  c'est- 
à-dire  si  la  composante  normale  de  la  force  R  est  constante,  l'équation 
représente  une  chaînette,  etc.  Pour  m  =  —  2,  l'équation  précédente  se 
présente  sous  une  forme  illusoire;  mais  pour  ce  cas,  comme  on  l'a  vu 
au  §  III ,  on  doit  prendre  l'équation 

eC'  =  cosp- 

On  pourrait  supposer  la  force  R  proportionnelle  à  une  puissance  de  p 
et  a  une  puissance  de  sin  Q  ou  à  une  puissance  de  cos  Q  ;  on  trouverait, 
pour  tous  ces  cas  des  résultats  analogues  à  ceux  du  §  III. 

Admettons,  en  second  lieu,  que  la  force  R  fasse  toujours  le  même 
angle  avec  la  tangente  à  la  trajectoire,  0  sera  alors  constant,  et  l'équa- 
tion   1  5  )  deviendra 

d.Rp  —  iRcotB  ds. 
ou,  en  remarquant  que 

ds  =  ±  pdtp, 

v  représentant,  comme  plus  haut,  l'angle  que  fait  avec  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  des  x  la  tangente  à  la  trajectoire, 

d.Rp  =±  -iRpcotddf, 

3o.. 
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d'où,  intégrant, 

Rp  =  Ce±2?co16. 

Si  P  est  constant,  on  trouvera  une  spirale  logarithmique,  comme  au 
§  III  ;  il  en  sera  de  même  si  l'on  pose 

R  =  Ce"*,  etc. 

On  peut  enfin  supposer  que  R  soit  une  force  centrale;  alors  l'équa- 
tion fi5)  est  orincipalement  utile  pour  faire  connaître  la  force,  la  tra- 
jectoire étant  donnée;  mais  l'équation  que  l'on  obtient  est  beaucoup 
moins  commode  que  celle  qu'on  possède  pour  le  même  objet.  Du 
reste,  cette  équation  conduit  à  des  résultats  analogues  à  ceux  du  §  \  : 
ainsi  elle  montre  que  les  courbes 

rm  =  a"1  cos  m  5 

sont  décrites  par  des  forces  centrales  proportionnelles  à  la  puissance 
—  (im  -+-  31  de  la  distance,  etc. 


Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  trajectoire  décrite  par  le  mo- 
bile était  plane;  si  cette  trajectoire  est  à  double  courbure,  on  remar- 
quera que,  ainsi  que  cela  résulte  des  équations  (i/J)  du  mouvement  d'un 
point  quelconque,  la  trajectoire  à  double  courbure  décrite  par  un 
mobile  sous  l'action  d'une  force  R.  a  toujours  pour  projection  sur 
chacun  des  plans  coordonnés,  la  trajectoire  que  décrit  un  mobile  sou- 
mis à  l'action  de  la  composante  de  R  parallèle  à  ce  plan  ;  bien  entendu 
que  si  la  coordonnée  perpendiculaire  au  plan  de  projection  entre  dans 
l'expression  de  cette  composante,  on  la  remplace  par  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  l'une  des  deux  autres  coordonnées,  valeur  qui  doit  dès  lors  être 
connue.  Cela  étant,  on  pourra  mettre  sous  la  forme (i 5)  les  équations 
des  projections  de  la  trajectoire,  et  employer  ensuite,  comme  on  l'a  vu. 
cos  équations  pour  déterminer  la  trajectoire  connaissant  la  force,  ou 
surtout,  réciproquement,  pour  trouver  la  force  quand  on  connaîtra 
la  trajectoire.  On  voit  aussi,  d'après  la  même  remarque,  comment  on 
pourra  étendre  le  théorème  démontré  au  §  VIII,  au  cas  où  la  trajec- 
toire sera  à  double  courbure.  En  effet,  si  les  forces  F,  F',  F",...  agis- 
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sant  séparément  font  décrire  à  un  mobile  la  même  courbe  à  double 
courbure  AMB,  les  composantes  de  ces  forces  parallèles  à  un  quelcon- 
que des  plans  coordonnés  et  exprimées  en  fonction  des  coordonnées 
relatives  à  ce  plan,  agissant  séparément,  feront  aussi  décrire  la  même 
courbe  plane  A'M'B'  projection  de  AMB  sur  le  plan  considéré;  donc 
la  relation  hypothétique  entre  les  vitesses  initiales  étant  satisfaite,  la 
résultante  des  composantes  des  forces  F,  F',...  exprimées  en  fonction 
de  deux  coordonnées,  fera  aussi  décrire  la  courbe  plane  A'M'B';  cela 
ayant  lieu  pour  les  trois  plans  des  coordonnées,  on  voit,  par  un  rai- 
sonnement assez  simple,  que  la  courbe  à  double  courbure  AMB  sera  dé- 
crite par  le  mobile  sous  l'action  de  la  résultante  des  forces  F,  F',  F 


ADDITION. 

J'ai  fait  voir,  à  la  fin  du  §  III  de  la  Note  précédente,  que  la  figure 
d'équilibre  de  la  chaînette  d'égale  résistance  n'est  autre  chose  que  la 
courbe  qu'affecte,  dans  l'état  d'équilibre,  une  chaîne  dont  les  divers 
éléments  sont  sollicités  par  des  forces  de  direction  constante  et  d'une 
intensité  telle  que  la  composante  normale  à  la  chaîne  soit  constante. 
Ce  résultat  est  susceptible  d'une  extension  assez  remarquable  :  «  La 
»  figure  d'équilibre  d'une  chaîne  d'égale  résistance,  et  dont  les  élé- 
»  ments  sont  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  proportionnelle 
»  à  la  distance,  n'est  autre  chose  que  la  courbe  qu'affecte ,  dans  l'état 
»  d'équilibre,  une  chaîne  dont  les  divers  éléments  sont  sollicités  par 
»  une  force  centrale  d'une  intensité  telle  que  la  composante  normale 
»   à  la  chaîne  soit  constante.   >> 

En  effet,  adoptant  les  notions  ordinaires  et  prenant  pour  origine  le 
centre  des  forces  agissant  sur  les  éléments  de  la  chaîne ,  on  trouve  aisé- 
ment pour  les  équations  de  la  dernière  courbe 

T^=C,     dT^Rdr^o, 
as 

avec  la  condition 

RrdQ 

-ls-  =  a' 
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éliminant  R  et  T  entre  ces  trois  équations,  il  vient 


,       ds  a  ds  dr 


d'où,  développant  en  prenant  5  pour  variable  indépendante 


d's 

ds    dr            n  ds    rdr 

d~P 

2  dt  r~d~f)   ^   C  d~l  ~dT 

ou 

d's 

dO'          y.dr          a  rdr 

~ds    ~   rdô    ~~  C  rf?' 

~dh 

et.  intégrant, 

r'd'l 

don.  enfin, 

9  +  a  = 


dr 


■ycv».  r;r''-. 


Il  est  facile  de  voir  maintenant  que  cette  équation  coïncide  avec  celle 
que  l'on  obtient  en  posant  R  =  r  dans  l'équation  (3)  de  la  page  98  de 
ce  volume  :  or  cette  dernière  équation  représente  la  courbe  d'équilibre 
d'une  chaîne  d'égale  résistance  soumise  à  l'action  de  la  force  cen- 
trale R;  cela  prouve  ce  que  nous  avions  avancé. 
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NOTE 

SUR    LA    THÉORIE    DE    L'ATTRACTION; 
Par  M.   William  THOMSON 


C'est  un  théorème  connu  que,  si  s  est  une  surface  quelconque  ren- 
fermant dans  son  intérieur  une  masse  m  de  matière ,  attirante  suivant 
le  carré  inverse  de  la  distance,  il  y  a  une  distribution  déterminée 
d'une  quantité  de  matière  égale  à  m,  sur  la  surface  s,  telle  qu'elle 
exercera  sur  les  points  en  dehors  de  s  la  même  attraction  que  m. 

Si  s  est  une  des  surfaces  d'équilibre  relatives  à  m,  ou  une  surface  en 
dehors  de  m  à  laquelle  l'attraction  de  m  soit  partout  perpendiculaire, 
la  distribution  de  matière  sur  s  qui  exerce  sur  les  points  extérieurs  la 
même  attraction  que  m,  est  connue. 

En  effet,  soit  R  l'attraction  de  m  sur  une  unité  de  matière  vu  un 
point  P  de  la  surface  s.  La  quantité  de  matière  qui  correspond  à  l'élé- 
ment ds  de  la  surface,  situé  en  P,  est 

-r-  Rds, 

comme  on  le  prouve  facilement. 

Je  me  propose  ici  de  montrer  que  la  distribution  de  matière  sur  s. 
qui  exerce  la  même  attraction  que  m  sur  les  points  extérieurs,  peut 
être  déterminée  dans  une  classe  beaucoup  plus  générale  de  cas.  qu< 
celui  où  s  est  une  surface  d'équilibre. 

En  effet,  soient  m,  une  masse  posée  arbitrairement  à  côté  de  in,  l    l< 
potentiel  (suivant  la  définition  de  M.  Gauss)  des  deux  masses  en   un 
point  quelconque  P.  Soit  s  une  surface  fermée,  renfermant  dans  son 
intérieur  toute  la  masse  m,  mais  aucune  partie  de  la  masse  m,,  et  telle 
que  U  ait  une  valeur  constante  (U)  dans  toute  son  étendue.  Cela  étant  , 
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je  vais  démontrer  que,  si  de  la  matière  est  distribuée  sur  s,  de  telle 
manière  que  la  quantité  sur  un  élément  ds,  situé  en  P,  soit 

7-  B.ds, 

477 

R  représentant  l'attraction  de  m  et  m,  sur  une  unité  de  matière  en  P, 
l'attraction  de  la  matière  ainsi  répartie  sera,  quant  aux  points  exté- 
rieurs ,  la  même  que  celle  de  m,  et  quant  aux  points  intérieurs,  la 
même  que  celle  de  m,,  mais  dirigée  en  sens  contraire. 

On  doit  remarquer  que  l'ensemble  de  s,  et  d'une  autre  surface  fer- 
mée s,,  renfermant  dans  son  intérieur  m,,  sera  la  surface  complète 
d'équilibre  relative  aux  masses  m  et  m( ,  et  que  si  de  la  matière  est 
distribuée  sur  st  suivant  la  même  loi  que  celle  de  la  distribution  de  la 
matière  sur  s,  l'attraction  totale  des  deux  surfaces  sera  zéro  sur  les 
points  intérieurs,  et  la  même  que  celle  de  m  et  m,  sur  les  points  ex- 
térieurs. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  attiré  P,  et  soient  v  et  v, 
les  potentiels  de  m  et  ra,    en  P,  de  sorte  que 

1  U  =  V  -f-  vA. 

Soient  x',  y',  z'  les  coordonnées  d'un  point,  quelconque  P'  sur 
la  surface  s,  et  R',  U',  <>',  <>',,  les  valeurs  de  R,  U,  v,  i>,  en  ce  point. 
Soient  de  plus  ds'  un  élément  de  la  surface  s,  situé  en  P',  et  A  la  dis- 
tance de  P'  à  P,  en  sorte  que 

">.  A  =  [(.r  -  x'f  -f-  {y  -f'f  ■+-  (z  -  z'YY. 

En  désignant  par  u  le  potentiel  en  P,  de  la  matière  distribuée  sur  s,  ou 
de  la  surface  matérielle  s,  on  aura 


1     r  Rds 


Or,  X',  Y',  Z'  étant  les  composantes  de  R',  parallèles  aux  trois  axes 
des  x,  y,  Z,  et  a',  jS',  ■/  les  angles  que  fait  avec  ces  axes  la  direction 
de  R',  ou  une  normale  à  la  surface  s  en  P',  on  aura 

R'  =  X'  cosa'  -+-  Y'  cos/3'  -h  Z'  cosy'. 
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De  plus,  puisque  R'  est  l'attraction  de  m  et  ms  en  P', 

v,  dv'  dv\  dv'         dt>\  „,  _  dv'  dv\ 

~  *  =  d*~'  +  d?'       ~  Y  =  dy  +  dj"       ~      ~  M  +  d7'' 
d'où  l'équation  (3)  devient 

[(dv'         *',\  ,  (dv'         dv'.\  0,~\ 

\s  +  de) cos  a  +  \w  +  w) cos  ' 
(dv'  dv\\  ,     I 

j_  /•  /• .  ["(£  +  é)  #**+  (J  +  $) dz'  ^  ] 

4tt    /    /     Al  (dv'         dv\\j    ,    ,   ,   Y 

Dans  ces  intégrations,  il  faut  choisir  les  limites  de  manière  à   com- 
prendre tous  les  points  de  la  surface  s, 
Or,  on  a 

i  /dv'  dv',\   _   Ç,    ,  |~  i  /rfV        rfV,  \  rf_    l       /W  «A/VI 

Â  W  +  dlo')  ~  J       U  V**"     f&'2  /  +  ^  a  •  \rfx' +  ^yj  ' 

et  des  transformations  semblables  s'appliquent  aux  autres  termes  de 
l'expression  de  u.  Par  conséquent , 


^=~hH jdafdy"^ 


i  /d2v'        rfV       d2v'       d'v\        d'v\         d'v\  \ 
Â  \^  +  Sp*  +  d7^~!r  1^  ~+~  âp^  +  ~dlF) 

d    1     d    ,  ,  ,         d    i     d   ,  ,  .         rf    i      f/  ,1 


où  les  intégrales  comprennent  tout  l'espace  intérieur  à  la  surface  j. 
Or,  pour  tous  les  points  dans  cet  espace ,  on  a 


d'v, 

<lx'' 

+ 

+ 

d'v\ 

~dlrr 

d'v' 
dx" 

+ 

rfV 
~djï 

+ 

dW 
dT* 

p'  étant  la  densité  de  la  matière  de  m  au  point  (x',  jr',  z'),  quantité 
qu'il  faut  prendre  égale  à  zéro,  quand  (x',  y' ,  z')  n'est  pas  un  point 
de  m 

Tome  IX.  —  Juillet  i844-  ^l 
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Maintenant,  v  étant  le  potentiel  de  m  en  P,  on  a 

/  dx'  dy'  dz' 


IIP 


A 

Par  conséquent  l'expression  de  u  devient 


U. 


U-  h, 


en  représentant,  pour  abréger,  l'intégrale  triple  par  h.  Si  l'on  intègre 
chaque  terme  de  cette  intégrale  par  parties,  il  vient 

~  h  jfjdx'dfdz'  P+  '*)  (s*  \  +  ^  1+  5*  |)  ■ 

où  les  intégrales  doubles  comprennent  toute  la  surface  *,  et  les  inté- 
grales triples  tout  l'espace  intérieur,  comme  auparavant.  Mais  c  -+-  vt 
a  une  valeur  constante  (U)  pour  toute  la  surface  s.  Par  conséquent , 
le  premier  terme  de  h  prend  la  forme 

i^ff{^ï'dfd^dhi^dx'^iî-dx'dyy 

ce  qui,  comme  on  le  démontre  facilement,  a  la  valeur 

o     ou     —  (U) , 

selon  que  P  est  en  dehors  ou  en  dedans  de  .?. 
De  plus  l'on  a 

d-     i  d7     i  d-     i    

quand  la  distance  PP'  n'est  pas  infiniment  petite.  Par  conséquent, 
quand  P  est  en  dehors  de  s ,  le  second  terme  de  h  disparait.  Si  P  est 
en  dedans  de  s,  tous  les  éléments  de  l'intégrale,  pour  lesquels  PP' 
n'est  pas  infiniment  petit,  s'évanouissent;  donc  l'intégrale  a  la  même 
valeur  que  si  <J  +  v\  avait  partout  la  valeur  v  -+-  v,,  qui  correspond 
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an  point  P.  Ainsi  le  second  terme  de  h  est  égal  à 

"  '~TT  fffdx'^'dz'  (s*  ï  +  W  5  +  SE  ï)' 

on  à 

~T?  ff{iï-ds'dz'+^ï-dz'dx'+éi-dx'df)< 

ce  qui ,  comme  ci-dessus,  est  égal  à 


puisque,  dans  le  cas  que  nous  considérons.  P  est  en  dedans  de  s. 
Ainsi  on  trouve 

h  =  o,     quand  P  est  extérieur, 

h  =  —  (U)  -+-  v-\-v„     quand  P  est  intérieur; 
d'où 

u  =  v ,     dans  le  premier  cas, 

u  =  (U)  —  v, ,     dans  le  second  cas. 

Par  conséquent,  t>,  v,  et  u  étant  les  valeurs  en  P  des  potentiels  de  m, 
mt  et  s,  il  suit  que  quand  P  est  en  dehors  de  s,  l'attraction  de  s  sur  P 
est  égale  à  celle  de  m,  et  quand  P  est  en  dedans  de  s,  l'attraction  de  s 
sur  ce  point  est  égaie  à  celle  de  m,,  mais  dirigée  en  sens  contraire,  ce 
qu'il  s'agissait  de  prouver. 

On  aurait  pu  prévoir  cette  conclusion  en  se  rappelant  les  trois  théo- 
rèmes suivants  : 

i°.  Si  une  quantité  de  matière  égale  à  m  -+-  m,  est  distribuée  sur  s 
et  s,,  de  telle  manière  que  la  densité  de  la  distribution  aux  divers  points 
de  ces  surfaces  soit  proportionnelle  à  l'attraction  de  m  et  m,  dans  ces 
points,  l'attraction  de  s  et  s,  sera  zéro  sur  les  points  intérieurs,  et 
égale  à  celle  de  m  et  m,  sur  les  points  extérieurs. 

i°.  Il  n'y  a  qu'une  seule  distribution  de  la  même  quantité  de  ma- 
tière, sur  s  et  st,  qui  n'exerce  aucune  attraction  sur  les  points  inté- 
rieurs. 

3°.  11  est  possible  de  trouver  une  distribution  d'une  quantité  de  ma- 
tière égale  à  m,  sur  s,  telle  qu'elle  exerce  sur  les  points  en  dehors  de  ^ 

3i.. 
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la  même  attraction  que  m,  et  une  distribution  d'une  quantité  de  ma- 
tière égale  à  /«,,  sur  st,  qui  exerce  sur  les  points  en  dehors  de  cette  sur- 
face la  même  attraction  que  mt. 

Ces  théorèmes  ontété  démontrés  pour  la  première  fois  par  M.  Gauss; 
mais  il  n'a  démontré  le  second  que  dans  le  cas  où  la  surface  consi- 
dérée est  une  seule  surface  fermée.  L'extension  de  ce  théorème  au 
cas  d'un  nombre  quelconque  de  surfaces  disjointes  est  due  à  M.  Lion- 
Ces  théorèmes  suffisent  pour  en  conclure  le  théorème  qui  forme 
l'objet  de  cette  Note,  mais  j'ai  préféré  la  démonstration  directe  donnée 
ci-dessus. 

(Cilascow,  i5  décembre  184S.) 
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RECHERCHES 

SUR   LA    THÉORIE   DES   NOMBRES  COMPLEXES; 
Par  M.  LEJEUNE-DIRICHLET. 

Lu  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  le  27  mai  1 84  '  •) 
(Extrait  des  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin.  —  Traduction  de  M.  Faye.) 


Ce  Mémoire  n'est  qu'une  partie  d'un  travail  considérable  dans  lequel 
je  me  propose  d'étendre  aux  nombres  complexes  la  plupart  des  solu- 
tions que  j'ai  déjà  trouvées  pour  des  questions  relatives  à  la  tbéorie  des 
nombres  entiers  réels,  en  continuant  à  employer  la  méthode  qui  m'a 
servi  dans  les  occasions  que  je  viens  de  rappeler.  J'ai  été  déterminé  à 
donner  cette  extension  à  mon  premier  travail  non-seulement  à  cause 
des  nouveaux  résultats  qu'on  en  peut  attendre,  mais  aussi,  plutôt 
même,  par  le  désir  de  soumettre  ainsi  à  une  épreuve  mes  nouvelles 
méthodes  et  d'examiner  si  leur  succès  doit  être  attribué  à  leur  harmo- 
nie réelle  avec  la  véritable  nature  des  questions  résolues,  ou  bien  à 
ces  circonstances  favorables  qui  se  présentent  parfois  dans  les  recher- 
ches mathématiques.  C'est  une  épreuve  que  notre  méthode  a  très-bien 
supportée;  car  pour  l'adapter  aux  questions  analogues  de  la  théorie 
des  nombres  complexes,  il  a  suffi  de  quelques  modifications  qui  se 
déduisaient  d'ailleurs  naturellement  du  changement  dans  l'essence  du 
sujet  auquel  elle  était  appliquée. 

La  majeure  partie  des  nouvelles  rechercbes  dont  je  viens  d'indiquer 
l'origine  a  pour  objet  la  doctrine  des  formes  quadratiques  et  paraîtra 
bientôt  ailleurs.  Je  m'occuperai  exclusivement,  dans  le  présent  Mémoire, 
de  démontrer  le  théorème  dont  voici  l'énoncé  :  «  L'expression  kt  -+-  /, 
»  dans  laquelle  t  désigne  un  nombre  entier  complexe  indéterminé,  et 
»  où  k,  I  représentent  de  semblables  nombres  donnés  sans  facteurs 
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>>  communs,  contient  toujours  une  infinité  de  nombres  premiers.  » 
Cette  démonstration  ressort,  comme  celle  de  la  loi  analogue  pour  les 
nombres  réels,  du  théorème  fondamental  sur  certaines  propriétés  de 
la  forme  quadratique  des  nombres  complexes;  aussi  me  bornerai-je. 
pour  éviter  les  répétitions  inutiles,  à  renvoyer  le  lecteur  aux  recher- 
ches déjà  mentionnées  [*]. 

§  Ier- 

Nous  avons  déjà  supposé  que  le  lecteur  connaît  les  propriétés  élé- 
mentaires des  nombres  complexes;  cependant  il  sera  utile  d'exposer  ici 
brièvement  quelques-unes  de  ces  propriétés  qui  sont  d'une  importance 
particulière  pour  l'intelligence  de  ce  qui  va  suivre. 

Nous  poserons,  comme  à  l'ordinaire,  \J —  i  =  i,  et  nous  appellerons 
nombre  entier  complexe  toute  expression  telle  que  j  -+-  gi,  dans  la- 
quelle /et  g  représentent  des  nombres  réels  entiers.  Le  nombre  positif 
f-  -+-  g2,  qui  répond  au  nombre  complexe  j '■+■  gi,  sera  nommé  la 
norme  de  celui-ci  et  sera  désigné  par  N  (/'+  gi).  Quatre  nombres  com- 
plexes tels  que 

/+£'>     —  ë+fh      -f~8h     g-fh 

qui  dépendent  les  uns  des  autres,  de  telle  sorte  que  trois  quelconques 
d'entre  eux  se  déduisent  du  quatrième  en  le  multipliant  par  —  i,  ±  /, 
seront  nommés  corrélatifs. 

On  peut  toujours  former,  relativement  à  un  module  complexe 
donné  m,  une  série  de  nombres  qui  possède  cette  double  propriété  :  qu'il 
se  trouve  toujours  parmi  ses  termes  un  nombre  congru  à  un  nombre 


[*]  Depuis  que  le  présent  Mémoire  a  été  soumis  à  l'Académie,  ces  recherches  ont  été 
publiées  dans  le  xxive  volume  du  Journal  de  M.  Crelle,  sous  le  titre  de  :  «  Recherches 
sur  les  formes  quadratiques  à  coefficients  et  à  indéterminées  complexes.  »  Ce  Mémoire 
contient,  outre  l'objet  indiqué  par  son  titre,  une  brève  exposition  des  éléments  de  la 
théorie  des  nombres  complexes  que  j'ai  limitée  aux  propositions  nécessaires  à  l'intelli- 
gence de  ce  Traité.  On  trouvera  une  exposition  plus  complète  de  ces  éléments  dans  le 
second  Mémoire  de  M.  Gauss  sur  les  résidus  biquadratiques  ;  c'est  dans  cet  ouvrage  que 
ce  çrand  géomètre  a  introduit  pour  la  première  fois  dans  la  science  la  notion  des  nom- 
bres complexes;  j'y  renvoie  le  lecteur. 
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quelconque  pour  le  module  m,  mais  qu'il  ne  s'en  trouve  qu'un  seul. 
Le  nombre  des  termes  ainsi  incongrus  entre  eux  est  N  (m). 

On  peut  déterminer  en  général  le  nombre  des  termes  d'un  pareil 
système  qui  n'ont  point  de  facteur  commun  avec  m.  Soit 

(i)  m  =  i' "  d'ir'  c' ..., 

où  a,  b,  c,...  représentent  des  nombres  premiers  dont  aucun  n'est  égal 
ni  corrélatif  aux  autres;  et  soient,  en  outre, 

N(«)  =  A,     N(6)  =  B,     N(c)=C,...; 

alors  le  nombre  cherché  sera  donné  par  l'équation 

(|((m)  =  (A  -  i)A*-'.(B  -  i)B'3~'.(C  -  i)Cy~1.... 

Soient 

(2)  p.,  fi',  p.",... 

les  termes  dont  le  nombre  est  ainsi  déterminé,  et  soit  /  un  nombre 
qui  n'ait  aucun  facteur  commun  avec  m;  on  prouve  facilement  que  les 
nombres 

l{i,   l\s!,   l[i",..., 

quand  on  les  considère  abstraction  faite  de  leur  ordre,  sont  con- 
grus d'après  le  module  m  avec  les  nombres  (2),  et  on  en  conclut 
aussitôt,  comme  dans  la  démonstration  connue  du  théorème  de  Fermât 
pour  les  nombres  réels,  que  l'on  a  toujours 

(3)  /*""  =  1  fmod.  m). 

Dans  la  théorie  ordinaire  des  nombres  on  est  obligé  déconsidérer  les 
nombres  positifs  comme  primitifs,  et  les  nombres  négatifs  comme  dé- 
rivés des  premiers  en  les  multipliant  par  le  facteur  —  1.  De  même,  on 
simplifierait  certaines  considérations  analogues  sur  les  nombres  com- 
plexes en  choisissant ,  d'après  un  principe  fixe,  un  des  quatre  nombres 
corrélatifs  comme  primitif  ou  primaire,  dont  les  autres  seraient  les 
produits  par  —  1,  rt  /.  La  nécessité  d'une  telle  distinction  est  surtout 
sensible  quand  il  s'agit  de  nombres  impairs,  et,  pour  le  choix  à  faire,  on 
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peut  se  guider  sur  cette  remarque  que  le  produit  de  deux  facteurs  po- 
sitifs devant  être  aussi  positif,  de  même  le  produit  de  deux  facteurs  pri- 
maires devra  être  également  un  nombre  primaire.  Comme  on  le  voit 
facilement,  dans  chaque  groupe  de  nombres  impairs  corrélatifs  il  y  en 
a  toujours  un  ,  mais  un  seul ,  pour  lequel /"et  g  ont  respectivement  la 
tonne  ^u.  +  i  et  9a,  de  même  qu'il  y  en  a  un  seul  pour  lequel/  —  i 
et  g  sont  contenus  tous  deux  soit  dans  la  forme  ^u.,  soit  dans  la  forme 
'\\j.  —  2,  et  l'on  peut  facilement  se  convaincre  que  la  condition  énon- 
cée ci-dessus  est  satisfaite  quel  que  soit  celui  de  ces  nombres  que  l'on 
choisisse  comme  primaire,  dans  tous  les  groupes  de  nombres  cor- 
rélatifs. Nous  avons  adopté  ia  première  définition  dans  le  Mémoire 
cité  plus  haut,  mais  tout  ce  que  nous  avons  dit  reste  encore  vrai 
quand  on  choisit  la  deuxième.  Or,  comme  la  dernière  définition  est 
beaucoup  plus  convenable  pour  notre  but  actuel,  nous  considérerons 
désormais,  dans  ce  Mémoire,  comme  primaire  celui  des  quatre  nombre- 
impairs  corrélatifs  pour  lequel/  —  i  etg  ont  à  la  fois  la  forme  4/-'-,  ou 
bien  la  forme  [\<j.  +  i ,  en  remarquant,  toutefois,  dans  le  seul  but  de 
faciliter  l'emploi  de  celte  définition,  qu'elle  se  réduit  évidemment  à 
désigner  comme  primaire,  dans  chaque  groupe  de  nombres  impairs, 
celui  qui  est  congru  à  l'unité  positive  d'après  le  module  2  +  2/. 
Dans  cette  hypothèse,  on  a,  pour  chaque  nombre  impair  primaire  m. 

(4)  m  =  a*.b>i.c/..., 

où  a,  b,  c,...  désignent  des  nombres  premiers  primaires  différents  qui 
sont  complètement  déterminés  par  m,  ainsi  que  leurs  exposants. 

§   « 

\vant  de  nous  occuper  de  la  question  qui  fait  l'objet  spécial  de  ce 
.Mémoire,  il  faut  que  nous  exposions  quelques  propriétés  des  résidus 
de  diverses  puissances  pour  les  modules  complexes. 

Soient  X.  et  /  deux  nombres  complexes  sans  facteur  commun,  et 
soit  e  le  plus  petit  des  exposants  différents  de  zéro,  pour  lequel 
Ie  =  1  imod.  k);  on  dit  alors  que,  pour  le  module  À.  /  appartient  a 
l'exposant  e.  Il  est  alors  facile  de  se  convaincre  que 

1,   l,   I9,...,   l°~\ 
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sont  incongrues  d'après  le  module  k;  on  voit  aussi  que  si  l'on  pro- 
longe la  série,  les  mêmes  résidus  se  reproduisent  périodiquement,  de 
telle  sorte  que  les  seules  puissances  qui  soient  congrues  à  l'unité 
sont  celles  dont  les  exposants  sont  des  multiples  de  e.  Puisque 
/f  (*)  =  i  (mod.  k),  e  sera  toujours  un  diviseur  de  ù  (k).  Dans  le  cas 
spécial  où  |  (A)  =  <?.  les  puissances 

i,  /.  /%...,  Z'W-' 

forment  un  système  pareil  à  celui  que  nous  avons  considéré  dans  le  pa- 
ragraphe précédent,  c'est-à-dire  que  ce  système  contient  un  terme, 
mais  un  seul ,  qui  est  congru  d'après  le  module  k,  à  un  nombre  arbi- 
traire qui  n'aurait  aucun  facteur  commun  avec  k;  et  alors  l  est  dit 
racine  primitive  de  k.  Si  l'on  connaît  l'exposant  e  auquel  1  appartient,  on 
pourra  déterminer  ensuite  facilement  l'exposant  auquel  appartient  une 
puissance  quelconque  de  l  telle  que  ls.  On  voit  facilement  que  ce  der- 
nier exposant  est^,  où  à  désigne  le  plus  grand  diviseur  commun  (po- 
sitif) de  s  et  de  e. 

i.  Nous  commencerons  par  le  cas  où  le  module  est  une  puissance 
(a  -+-  bï)f  d'un  nombre  premier  impair  à  deux  termes  a  +  bi,  de  sorte 
que  N  (a  +  bi)  =  a2  -+-  b2  =  p  est  un  nombre  premier  réel  l\p.  +  '  • 
Il  est  facile,  dans  ce  cas,  de  prouver  l'existence  d'une  racine  primitive. 

Si  le  nombre  réel  a  est  une  racine  primitive  pour  le  module  pf.  il  le 
sera  aussi  relativement  au  module  {a  -\-  bi)f.  Or,  dans  la  supposition 
que  nous  venons  de  faire, 

i,  A-,  a  >••■»  a 

sont  incongrus  d'après  le  module  pf;  ils  auront  donc  la  même  pro- 
priété pour  le  module  (a  ■+-  biy,  et,  d'un  autre  côté,  on  a 

^[{a  +  bi)f]  =  {p-i)pf-i. 

Lorsqu'on   a   choisi  une   telle    racine   primitive    a.    alors   l'exposant 

y.n  <  (p  —  i)p-r~l,  pour  lequel 

aa"  =  n  [mod.  (a  -+-  b(f\ 

Tome  IX.  —  Juillet  1844 
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se  nommera  l'indice  cln  nombre  arbitraire  n  non  divisible  par  a^  bi. 
Il  suit  immédiatement  de  cette  définition,  qu'on  obtient  l'indice  d'un 
produit  quand  on  retranche  de  la  somme  des  indices  des  facteurs  le  plus 
grand  multiple  de(p  —  i)  pf~x  qui  y  soit  contenu. 

Le  nombre  a  est  toujours  non-résidu  quadratique  de  a-\-bi.  puisque 
autrement  chaque  n  devrait  être  résidu  quadratique  de  a  -+-  bi.  Il  suit 
de  là  que  a„  sera  pair  ou  impair  suivant  que  n  sera  résidu  ou  non-ré- 
sidu quadratique  de  a  -+-  bi.  On  a  ainsi,  en  employant  le  symbole 
introduit  dans  le  Mémoire  cité, 


«  [ïâd  =(-)-■ 


*2.  Le  cas  que  nous  allons  maintenant  traiter  est  celui  d'un  module 
de  la  forme  re,  où  /désigne  un  nombre  premier  à  un  seul  terme.  Comme 
nous  pouvons  supposer  que  r  est  réel  et  positif,  r  est  alors  un  nombre 
premier  de  !a  forme  4/J-  +  3.  Cette  recherche  exige  la  congruence  sui- 
vante. 

(b  +  zr)ere~2=  berS"  +  ezberS~'-<  r-'-'  (mod.  K), 

qui  a  déjà  été  employée  dans  les  Dist/uisitiones  Ariihmeticce,  art.  80. 
On  v  suppose,  à  la  vérité,  que  b  et  s  sont  réels  ;  mais  la  même  démons- 
tration est  aussi  applicable  au  cas  où  b  et  z  sont  des  nombres  com- 
plexes. Les  nombres  e  et  g  ~  a  qui  s'y  trouvent  en  exposants  sont  na- 
turellement positifs. 

Il  n'y  a  point  de  racine  primitive  pour  le  module  rs,  excepté  quand 
g  =  i  ■  car  on  peut  aisément  déduire  de  la  congruence  précédente  que 
le  plus  fort  exposant  auquel,  pour  ce  module,  un  nombre  puisse  ap- 
partenir, est  r2  —  i)  rs~{  ,  tandis  que  i]>  (r#)  =  (r2  — i)  ris~'2.  Mais  on 
peut  montrer,  de  la  manière  suivante,  qu'il  y  a  des  nombres  apparte- 
nant à  l'exposant  (r2  —  \)rg~{ .  L'assertion  relative  au  cas  où  g  =  i 
a  déjà  été  prouvée  i  Theor.  res.  biq.,  auct.  C.-F.  Gaitss,  art.  53).  Soit  b 
un  nombre  appartenant  pour  le  module  r  à  l'exposant  r2  —  i,  c'est-à- 
dire  une  racine  primitive  de  r.  Dans  cette  supposition,  (b  -+-  zr)e  —  i  ne 
sera  divisible  par  r  que  si  e  est  un  multiple  de  r2  —  i .  Il  suit  de  là  que 
l'exposant  auquel  b  +  zr  appartient  pour  le  module  r?  doit  être  divi- 
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sible  par  r2  —  i .  Mais  comme  on  a,  d'autre  part . 

(b  -+-  zr)(rl-{)rS~'  =  i  (mod.  r«), 
ce  qui  résulte  de  la  congruence  rapportée  ci-dessus ,  quand  on  pose 

(b  -+-  zr)r2-'  =  i  +  ur, 

on  voit  que  l'exposant  en  question  doit  être  un  diviseur  de  (r2  —  ijr*-1 . 
D'après  cela,  on  pourra  trouver  un  nombre  b  ■+■  zr  appartenant  à  l'ex- 
posant (a-2  —  i)  re~*  si  l'on  peut  choisir  z  de  telle  sorte  que  la  relation 

(b+  zr)<-rl-,)rS~2==  i  (mod.  r») 

ne  soit  point  satisfaite. 

Or  on  a,  d'après  le  lemme  précédent, 

-  i  +  {b  +  zr)i'L,|r{""' 

=  —  i  -+-  b{r2-{>rS~2  -+-  (r8  —  i)zèc!-,),'ff~J-H  K-'  (mod.  /•*')• 

Si  maintenant  on  considère  que 

où  B  est  un  nombre  entier,  et  si  l'on  pose,  pour  abréger. 

(ra-i)/y<'  2-«)^2-<  =  C, 

il  est  évident  que  la  condition  exigée  sera  remplie  quand  on  aura 
choisi  z  de  telle  sorte  que  la  congruence 

Cz  +  B  =  o  (mod.  r) 

n'ait  pas  lieu,  ce  qui  peut  toujours  se  faire,  puisque  C  n'est  point  un 
multiple  de  r. 

Le  résultat  qui  vient  d'être  obtenu  peut  être  complété,  et  l'on  peut 
déterminer  généralement  combien  de  nombres  différents,  c'est-à-dire 
incongrus,  appartiennent  à  l'exposant  (r2  —  i)r"_*.  ou,  en  général, 
à  un  quelconque  de  ses  diviseurs.  Soit  er  un  de  ces  diviseurs  où  l'on 

suppose  e  facteur  de  r2  —  i  et  v  ~  g  —  i  ;    le  nombre    demandé  sera 

donné  par  l'expression  vj  (e)  ty  (rv),  où  <p  (e)  désigne  le  nombre  des  termes 

3a.. 
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qui,  dans  la  série  o,  i,  2,...,  e~li  n'ont  aucun  facteur  commun 
avec  e.  Mais  comme  il  est  inutile  de  connaître  ce  nombre  pour  le  but 
que  nous  nous  proposons ,  nous  ne  nous  arrêterons  pas  plus  longtemps 
a  cette  détermination.  La  seule  chose  qui  nous  importe  ici,  c'est  la 
forme  du  nombre  qui  appartient  à  l'exposant  rg~',  et  elle  est  très-fa- 
cile à  déterminer.  Si  c  appartient  à  cet  exposant,   de  telle  sorte  que 

c'°     —  i  soit  divisible  par  rg,  et  par  conséquent  aussi  par  r,  alors  rg~' 

sera  un  multiple  de  l'exposant  auquel  c  appartient  pour  le  module  r. 
Comme  le  dernier  exposant  doit  être,  d'un  autre  côté,  un  diviseur  de 
' ' 2  —  i ,  il  doit  avoir  pour  valeur  i ,  c'est-à-dire  que  c  est  de  la  forme 
r  —  zr.  et  il  ne  reste  plus  à  chercher  que  la  condition  à  laquelle  z  doit 
être  assujetti  pour  que  i  +  zr  appartienne  effectivement  à  l'exposant 
/  A'_<  pour  le  module  re.  Dans  ce  but.  on  remarquera  que,  d'après  le 
iemine  précédent,  (i  -+-  zr)rS  '  —  i  est  évidemment  divisible  par  re\ 
ainsi  l'exposant  auquel  i  -+-  zr  appartient  divise  rg~l ,  et  par  consé- 
quent ne  sera  pas  autre  chose  que  rg~*  lui-même,  pourvu  que  z 
soit  tel  que  la  congruence 

(i  -t-  zr),s~'  =  i  (tnod.  rg) 

n'ait  pas  lieu.  Si  l'on  donne  à  celle-ci  la  forme  suivante,  à  l'aide  du 
lemme, 

zre~*  =  o  (mod.  rg), 

on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  c  appar- 
tienne à  l'exposant  rg~l  consiste  en  ce  que  c  soit  contenu  dans  l'expres- 
sion i  -+-  zr  et  que  z  ne  soit  point  un  multiple  de  r. 

Cela  étant  supposé,  il  nous  sera  facile  de  démontrer  que,  l>  étant  un 
nombre  donné  appartenant  à  l'exposant  (r2 —  i)rg~l,  on  pourra  tou- 
jours trouver  un  second  nombre  c  =  i  +  zr  appartenant  à  l'exposant 
re~',  qui  sera  de  telle  nature  que  la  congruence 

$"  =  c/   mod.  /"), 
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dans  laquelle  |3  et  y  désignent  des  termes  contenus  dans  la  série 
o,  i,  2,...,  (r2  —  i )/'£-'  —  i;      o,  i,...,  /'■"-'  —  r, 

ne  puisse  exister  qu'à  la  condition  de  /3  =o,  y=o.  Nous  remarquerons 
aussitôt  que  l'une  de  ces  deux  équations  /3  =  o,  y  =  o,  résulte  évidem- 
ment de  l'autre;  ainsi  il  nous  suffira  de  montrer  que  c  peut  être  choisi 

de  telle  manière,  que  la  congruence  soit  impossible  quand  j3  et  y  sont 
tous  deux  différents  de  zéro.  En  deuxième  lieu,  il  est  facile  de  voir  que 
la  possibilité  de  la  congruence  suppose  la  divisibilité  de  /3  par  r-  —  i . 

Posons  donc  /3  =  (/ 2—  i)  |S',  et  ensuite  |)        =  i  +  kr,  où  k  désigne  un 

nombre  donné  qui  n'est  pas  divisible  par  r.  Notre  congruence  devient 

(i  -f-  kr)    ==(i  +  zrf  (mod.  r*), 

et  il  suffit  maintenant  de  disposer  de  z,  de  façon  que  cette  congruence 
n'existe  plus  lorsque  |3'  et  y  sont  pris  tous  les  deux  dans  la  série 
i,  2,...,  rs~{  —  i.  Comme  i  -f-Aret  i  -+-  zr  appartiennent  à  l'exposant 

r*1"1 ,  et  par  suite  (i+kr)    et  ( i  -+-  zr)-  aux  exposants  r      ~  et  r^~ 

où  rx  et  /'"  désignent  les  plus  hautes  puissances  de  r  qui  entrent  dans 
|3'  et  y,  il  est  évident  que  notre  congruence  exige  que  l'on  ait  X  =  a. 

et  elle  devient,  quand  on  pose  /3'  =  r  fi"  et  y  =  /"''y', 
(i  +  /f//'^  =  (i  +  zr)y'r\mod.  r*}. 

Comme  X  ~  g  —  2,  et  comme  cette  dernière  congruence  est  supposée 

juste  pour  X  <  g  —  2,  elle  subsistera  encore  pour  X  =  g  —  2,  et  ainsi 
il  nous  reste  seulement  à  prouver  que,  pour  une  valeur1  convenable- 
ment choisie  pour  z,  la  congruence 

(1  +  kry  =  (i  +  zr)'         (mod.  r») 

ne  saurait  avoir  lieu. 

D'après    le   lemme    précédent,    cette  congruence   est  identique  a 
celle-ci , 

(/z  -  /3"A-)r»-'  ==  o  (mod.  r»), 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  celle-ci, 

y'z=  (i"k(inod.  r). 

Qu'on  remarque  maintenant  que,  les  nombres  y'  et  /3",  non  divisibles 
par  r,  étant  réels,  on  pourra  toujours  déterminer  un  nombre  réel  à  évi- 
demment non-divisible  par  r,  qui  soit  tel  que 

|3"  =  y'â  (mod.  r); 

ce  qui  transforme  la  dernière  congruence  en 

z  =  Ac?(mod.  r). 

Or  o\  et  par  suite  Ac?,  ne  peut  recevoir  quer—  i  valeurs  incongrues 
d'après  le  module  r,  tandis  que  z,  qui  est  assujetti  à  l'unique  condi- 
tion de  ne  point  être  divisible  par  r,  peut  prendre  r2  —  i  valeurs  dif- 
férentes; on  voit  donc  qu'il  existe  pour  z, 

r2  —  i  —  (y  —  i)  =  r(r  —  i) 

valeurs  incongrues  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  impos- 
sible la  dernière  congruence.     C.  Ç.  F.  D. 

Nous  venons  de  démontrer  que  pour  les  bases  G  et  c  déterminées  de  la 

manière  indiquée  et  appartenant  aux  exposants  (r2  —  i)rg~{  et  rg~* , 
la  congruence 

^=c7  (mod.  r*), 
dans  laquelle  /3  et  y  sont  des  nombres  de  ces  séries 

o,  i,  2,...,  (r*  —  i)  rs~'  —  i  ;     o,  i,  2,..., re~*  —  1, 

ne  peut  subsister  que  dans  le  cas  où  /3  =  y  =  o;  ce  résultat  peut  s'ex- 
primer d'une  manière  un  peu  différente,  et  l'on  se  convaincra  sans 
difficulté  qu'on  en  peut  déduire  que  l'expression 

donne,  pour  toutes  les  combinaisons  /3,  y  dont  le  nombre 

r2  -  1)  r*-'.  r*~*  =  {r2  -  1)  r2*"2  =  «p(r»), 
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des  nombres  incongrus  d'après  le  module  rg,  c'est-à-dire  devien- 
dra congru  une  seule  fois  à  chaque  nombre  n  non  divisible  par  r.  Les 
valeurs  de  /3  et  de  7,  pour  lesquelles  cela  a  lieu,  seront  nommées  in- 
dices de  n  et  seront  désignées  par  fi,,  et  y„.  Il  est  évident  que  les  nombres 
congrus  ont  mêmes  indices,  et  l'on  voit  aisément  comment  les  in- 
dices d'un  produit  se  déduisent  des  indices  de  ses  facteurs.   Comme 

c  =  1  (mod.  r), 
de  |r  "  c7"  =  n  (mod.  r3)  il  suit  aussitôt 

fr"=  n  (mod.  r), 

et  par  conséquent,  (j  étant  évidemment  non-résidu  quadratique  de  / 

/3„  sera  pair  ou  impair,  suivant  que  /•  sera  résidu  ou  non-résidu  quadra- 
tique de  r;  ou  bien,  en  employant  les  symboles  adoptés  plus  haut, 


\j]  = 


(-  0r 


3.  11  nous  reste  encore  à  examiner  le  cas  où  le  module  est  une  puis- 
sance de  1  -)-  i. 

Soient  x  et  e  deux  nombres  positifs  dont  le  second  est  impair;  soi  t. 
en  outre,  t  un  nombre  complexe  arbitraire,  mais  impair.  Puisque 

[1  +  t{\  +  îf]e=  1  +et{\+  if  +..., 

dont  les  termes,  à  partir  du  troisième  inclusivement,  sont  évidemment 
divisibles  par  (1  -+-  îf+*}  il  s'ensuit  que  [1  +  «(1+  i)x]e  aura  la  forme 

1  -t-  t'  (1  -+-  if,  où  t'  est  aussi  impair.  En  outre ,  si  l'on  suppose  x  ~  3 . 

[1+  *(i+0x]2  =  i  +  t'(i+i)x+z, 
où  t'  est  aussi  impair.  Si  l'on  combine  ces  deux  résultats,  on  trouve 
sans  difficulté  que,  dans  la  supposition  de  x  ~  3,  on  a  toujours 
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où  V  est  impair  ainsi  que  /.  et  où  p  est  l'exposant  de  la  plus  forte  puis- 
sance de  i  qui  entre  dans  9. 

Il  suffit  à  l'objet  [(pie  nous  avons  en  vue  que  l'exposant  de  la  puis- 
sance de  i  +  i  que  l'on  prend  pour  module  soit  impair  et        7.  Soit 

donc  le  module  =  (1  +  i)*'1'**,  de  telle  sorte  que  h  ~  2.   Qu'on  fasse 

x  =  3,  ou  =  4  dans  le  résultat  précédemment  obtenu,  et  l'on  verra 
aussitôt  que  1  +  t(i  +  i)x  appartient  à  l'exposant  nh  pour  le  module 
1  +  i]i+-k.  Cela  étant  supposé,  il  est  lacile  de  se  convaincre  que  les 
deux  nombres  appartenant  à  l'exposant  2h,  savoir,  1  +  t  (1  +  /)3  et 
r  +«(1  +/)*,  dans  lesquels  t  et  u  sont  impairs  ,  possèdent  toujours  la 
propriété  de  rendre  impossible,  pour  tout  autre  cas  que  celui  ou 
<}  =  £  =  o,  la  congruence 

[i+t(i  +  if  Y  =  [1  +  u  (1  +  i)«]«  [mod.  (1  +  03+ïA], 

dans  laquelle  à  et  £  sont  des  termes  de  la  série 

o,  1 .  2,...,  1''  —  1 . 

Dans  le  fait,  puisque  chacune  de  ces  deux  suppositions  â  =  o,  1  =  o, 
entraîne  nécessairement  l'autre  comme  conséquence,  il  nous  suffira  de 
montrer  que  notre  congruence  devient  impossible  quand  â  et  s  sont 
tous  deux  différents  de  zéro.  Désignons  les  plus  hautes  puissances  de  2, 
qui  entrent  respectivement  dans  â  et  dans  s,  par  215  et  a',  où  p  <  h, 
7  <  It,  les  deux  membres  seront  respectivement  contenus  dans  les 
deux  formes 

1  +  t'  (1  -H  /'  j3+2'%      1  +  w'(i  -+-  i")4+2<r, 

où  i'  et  «'  représentent  des  nombres  impairs.  Substituons  ces  valeurs , 
il  vient 

/'  -,  1  ■+-  Z)34-2'-  =  w'(i  +  i)M°  [mod.  (1  +  i")8+a*]; 

cette  congruence  est  évidemment  impossible,  puisque  les  deux  expo- 
sants 3  -+-  2/3  et  4  -+-  2U  sont,  inégaux  et  tous  deux  moindres  que  3  -+-  o.k. 
Posons,  comme  cas  particulier,  t  =  1,  u=  —  1  ;  alors  la  congruence 


—  1  -(-  ai)*  =  5£[mod.  (1  -t-  i) 


34-2A1 
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ne  peut  subsister  que  dans  le  cas  où  i'o.i  supposerait  &  =  z  —  o.  ou 
bien,  ce  qui  revient  au  même,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre. 


expression 


(—  i  -+-  ii  *  5£ 


ne  donne  que  des  nombres  incongrus  d'après  le  moilule  i  -+-  i j3"1"2'1 
pour  toutes  les  combinaisons  o\  s.  dont  le  nombre  est  évidemment  i21'. 
Tous  ces  nombres  sont  primaires,  c'est-à-dire  =  i  [mod.  (i  -+-  Vf\, 
puisque  —  i  -^-  ai  et  5  possèdent  eux-mêmes  cette  propriété.  Remar 
quons  actuellement  que  pour  chaque  module  divisible  par  (i 
deux  nombres  impairs  congrus  sont  à  la  fois  primaires  ou  à  la  fois 
non  primaires,  et  que.  par  suite,  notre  expression  ne  peut  devenir  con- 
grue qu'aux  nombres  primaires;  en  outre,  il  est  facile  devoir  que. 
pour  le  module  fn-  i)8+aA,  il  n'existe  que  ~à  [(i-(-  ïf~i~2h]  =  i2/>  nom- 
bres impairs  primaires  incongrus  entre  eux;  on  voit  donc  que  1  ex- 
pression précédente  devient  congrue  une  fois,  mais  une  fois  seule- 
ment, à  chaque  nombre  primaire  impair  n.  Les  exposants  <?„,  ■„,  pour 
lesquels  cela  arrive,  seront  nommés,  à  leur  tour,  les  indices  de  n,  et 
il  est  évident  qu'on  obtiendra  le  premier  ou  le  second  indice  d'un 
produit,  si.  de  la  somme  des  premiers  ou  des  seconds  indices  des  fac- 
teurs, on  supprime  le  plus  grand  multiple  de  2A  qui  y  soit  contenu. 
Les  indices  ùn.  £„  possèdent,  en  outre,  des  propriétés  analogues  a 
celles  dont  nous  avons  fait  mention  dans  les  conclusions  des  deux 
numéros  précédents  et  qui  sont,  comme  celles-ci ,  relatives  à  la  théorie 
des  résidus  quadratiques.  Posons 

—  i  -j-2i)*»5s«  =  )/-t-  v'i, 

ou  ).'  et  v'  sont  respectivement  pairs  et  impairs;  on  a,  d'après  les  équa- 
tions (e)  et  [f)i  démontrées  dans  le  §  VIII  du  Mémoire  cité, 


-f  ♦   =[^]=.[^Q 


/'•  —  » 

—  [ 

4 
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—  i 
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•  i  pai  conséquent .  puisque  ' 

*"  +  >"-■  ,  y  - 1 


-')     4      =  (    >    ■     Ç— .0     8      =(-«)  • 

Posons  maintenant  //  =  À  -f-  v/';  remarquons  ensuite  que,  en  vertu  de 
la  congruence 

X  +  v/=X'  +  v'i  (mod.  8  . 

résultant  de  ce  que  8  esl  un  facteur  tle(i  -+-  i)3+3/l,  À  et  v  ne  diffèrent 
respectivement  de  /'  et  de  v' que  d'un  multiple  de  8;  on  voit  donc 
i)  m-  l'on  peut  remplacer  /  .  •/  par  X,  v  dans  les  équations  que  nous  w 
nons  d'obtenir,  et  l'on  trouve 


■ 


-       n  =  l+vi,      (-i)       <        =(-0    ,     (-1)       8        =(-•)    . 

i  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  pouvoir  considérer  nn 
nombre  quelconque  k  comme  module:  cependant,  pour  éviter  tonte 
prolixité  inutile,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  A  est  pair,  la  plus 
haute  puissance  de  i -t-  /qui  y  entre  avant  la  forme  3  -f-  •->//.  et  h  étant 

~  2.  Soit  le  nombre  A",   abstraction  faite  du  (acteur  i"  égal  an  pro- 
duit des  puissances  des  nombres  premiers 
H  [a   ■    biy,       n'+  h'iY ,...:  :       i  +  i)MA. 

Les  nombres  premiers  impairs  et  a  deux  termes  a  -+-  />/',  a'  ■+■  ///,.... 
que  nous  supposerons  p  iniaires  pour  plus  de  simplicité,  sont  inégaux, 
et  /',  /•',...  sont  des  nombres  premiers,!  un  terme,  positifs  et  différents 
les  uns  des  autres.  Que  l'on  choisisse  maintenant  d'après  les  prescrip- 
tions des  trois  numéros  précédents,  pour  chacun  des  module-  B 
une  ou  deux  bases 

(9)  a,  a',...;     fu  c,  li',  c',...;         1  -f-  ai,  5, 

et  l'on  obtiendra  pour  chaque  //.  nombre  premier  relatif  à  A.  et  et 
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même  temps  primaire,  une  série  d'indices 
(  ' o)  a„,  a, , ...  ;     /3„,  y„,  /5'„,  •/'„,. . .  ;     &„,  s„ , 

que  l'on  devra  appeler  le  système  des  indices  de  n,  et  qui  est  complè- 
tement déterminée  si  l'on  choisit  les  bases  une  fois  pour  toutes.  Il  est 
clair  que  les  nombres  congrus  n  et  ri  ont  même  système  d'indices, 
et  l'inverse  de  cette  loi  a  également  lieu,  parce  que,  dans  la  supposi- 
tion de  l'identité  de  système  pour  deux  nombres  n  et  ri,  on  a  la  con- 
gruence  n  =  ri  pour  chacun  des  modules  (8),  et  par  conséquent  aussi 
pour  le  module  k.  Si  l'on  considère  le  nombre  des  valeurs  qui  peuvent 
être  attribuées  à  chacun  des  indices  (10)  en  particulier,  on  voit  aus- 
sitôt que  le  nombre  des  systèmes  différents  (10)  sera  exprimé  par  le 
produit 

{p-i)pf-\{[/-i)f/r-1,..  x(r2  -i;/2"-2.(r'2-i)/-'2*'-2...  x  a2*. 

c'est-à-dire  par  -f-  ty  (k),  comme  cela  doit  être  en  effet,  puisque  \  ty  [k) 
coïncide  évidemment  avec  le  nombre  de  tous  les  nombres  incongrus 
d'après  le  module  A-,  qui  n'ont  avec  k  aucun  facteur  commun,  et  qui 
sont,  en  outre,  primaires. 

Comme  nous  aurons  souvent  à  considérer,  dans  les  paragraphes  sui- 
vants, une  série  dénombres  jouissant  de  la  propriété  dont  nous  venons 
de  parler,  c'est-à-dire  une  série  qui  ne  contient  qu'un  seul  terme  qui 
soit  congru,  d'après  le  module  k,  avec  tout  nombre  premier  avec  A 
et,  en  outre,  primaire,  nous  conviendrons  de  désigner  par 

(il)  l 

le  terme  général  d'une  pareille  série  de  nombres  composée  de  \  <J/  (k) 
termes. 

§  ni. 

Revenons  actuellement  au  théorème  que  nous  avons  désigné,  dans 
l'introduction,  comme  l'objet  de  ce  Mémoire,  théorème  d'après  lequel 
la  formule 

kt  +  l 

contient  un  nombre  infini  de  nombres  premiers,  lorsque  les  nombres 

33,. 


260  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

donnés  k  et  /  n'ont  point  de  diviseur  commun,  et  observons  qu'on  peut 
évidemment,  sans  restreindre  la  généralité,  considérer  k  comme  divi- 
sible par  i  -4-  i,  et  regarder  comme  impair  et  ~  7  l'exposant  de  la  plus 

haute  puissance  de  1  -f-  i  qui  entre  dans  k;  de  la  sorte,  £  devient  de 
la  forme  supposée  dans  le  paragraphe  précédent,  art.  4.  Rappelons, 
en  outre,  que  quatre  nombres  corrélatifs  sont  toujours  à  la  fois  premiers 
ou  non  premiers,  et  il  devient  évident  que  /  peut  être  considéré  comme 
nombre  primaire,  et  que  cette  lettre  peut  recevoir  la  signification  qui 
lui  a  été  donnée  par  l'équation  (1 1). 

Cela  étant,  formons,  en  conservant  toutes  les  désignations  em- 
ployées dans  le  §  II,  art.  4,  les  équations  binômes  suivantes,  qui  ré- 
pondent aux  bases  de  l'équation  (g),  d'après  la  série , 

(,a)  L"-.>r*-'=I)     X^-'=I,  ^-^;-;=i,  tT'e -'=,,...; 

(  6*h  =1,  ^  =  1. 

Posons,  en  outre,  pour  abréger, 

Ce  produit,  ainsi  formé,  possède  plusieurs  propriétés  très-faciles  à  dé- 
montrer et  importantes  pour  ce  qui  va  suivre;  ce  sont  elles  qui  vont 
nous  occuper  avant  tout.  Si  l'on  se  représente  les  racines  de  l'unité 
contenues  dans  Q.  comme  constantes  ,  on  a  évidemment 

(i3)  Qn*  =  QnQn., 

et  si  l'on  admet  que  n'=  n  (mod.  k), 

(i3')  Q„'  =  Q„- 

En  continuant  toujours  de  supposer  qu'on  ne  change  point  les  racines 

de  l'unité  contenues  dans  Q,  et  en  étendant  le  symbole  ^  à  toutes  les 

valeurs  de  l  définies  en  l'équation  (11), 

(i4)  2>  =  °'    ou    2û'  =  tMA')> 
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selon  qu'il  se  trouve  parmi  les  racines  <p,  y',...;  ty,  /,  ij/,  x'v  >  ^"fl; 
au  moins  une  qui  diffère  de  l'unité  positive,  ou  que  toutes  ces  racines 
lui  sont  égales.  Dans  le  fait,  puisqu'à  tous  les  /  répondent  tous  les  sys- 
tèmes possibles  de  l'équation  (10),  notre  somme  peut  se  décomposer 
facilement  en  facteurs  dont  chacun  ne  contiendrait  qu'une  seule  des 
racines  indiquées  plus  haut.  Celui  de  ces  facteurs  où  y  se  présente  est 
évidemment 


et  par  conséquent 

=  0,     ou     =  (p  —  i)pf~', 

suivant  que  ç  est  différent  de  l'unité  positive  ou  lui  est  égal  ;  et  comme 
on  en  peut  dire  autant  de  toutes  les  autres,  notre  assertion  se  trouve 
démontrée. 

Si  nous  nous  servons  dès  à  présent,  comme  nous  le  ferons  partout 
dans  la  suite,  du  signe  S  pour  désigner  une  sommation  qui  s'étend  à 
toutes  les  combinaisons  des  racines  des  équations  (12),  racines  dont,  le 
nombre  est  évidemment  =  \ 1|>  (k),  on  a  enfin 

1 5)  "  Sû„  =  \  d>  (k),     ou     Sû„  =  o, 

suivant  que  la  congruence  n=  1  (mod.  k)  existe  ou  n'existe  pas. 
Le  premier  résultat  découle  évidemment  de  ce  que  tous  les  indices  (10) 
s'évanouissent  pour  n  =  1 .  Quant  au  second ,  pour  se  convaincre  de 
sa  justesse,  il  suffira  de  remarquer  que  Sû„  peut  être  décomposé  en 
facteurs  dont  chacun  ne  contient  que  les  racines  d'une  des  équa- 
tions (12),  et  que  celui  de  ces  facteurs  qui  est  relatif  à  la  première  n'est 
pas  autre  chose  que  la  somme  des  racines  de  cette  équation  élevée  à  la 
puissance  a„.  Ce  facteur  s'évanouira  toujours  pour  cette  raison  et  à 
cause  de  a„  <  (p  —  1)  pf~',  excepté  lorsque  l'on  a  a„  =  o.  Ce  résultat, 
ainsi  que  les  considérations  analogues  qui  ont  lieu  pour  les  autres  fac- 
teurs, ont  pour  conséquence  immédiate  la  deuxième  des  équations  (t5). 
si  l'on  considère  que,  dans  le  cas  où  n  =  1  (mod.  k)  n'aurait  pas  lieu, 
un  des  indices  (10),  au  moins,  serait  différent  de  zéro. 

Cette  introduction  nous  conduit  à  une  démonstration  facile  de  l'é- 
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i  j  nation 

Dans  cette  équation,  s  désigne  une  grandeur  arbitraire  positive  de- 
passant  l'unité;  quant  au  signe  de  la  multiplication  II  et  à  celui  de  la 
sommation  3?,  le  premier  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  pri- 
maires q  qui  n'entrent  point  dans  k,  tandis  que  le  second  s'applique 
à  tous  les  nombres  primaires  qui  n'ont  aucun  diviseur  commun 
avec  A\  Les  racines  <p,  cp',...  qui  entrent  dans  Q,  peuvent  être  choisies  ar- 
bitrairement,  mais  doivent  être  les  mêmes  dans  chaque  Q,  de  telle 
sorte  que  notre  équation  générale  \  <\i  (k)  représente  les  équations  par- 
ticulières répondant  aux  diverses  combinaisons  de  racines.  Pour  nous 
convaincre  de  l'exactitude  de  cette  équation,  développons  dans  le  pre- 
mier membre  le  facteur  général  en  ayant  égard  à  l'équation  (i3  .  On 
obtient  ainsi 

— '-J_   =   t  +  Û,  ^y  +  Û,  ^  +  etc.... 
1       °«  v 

Qu'on  exécute  maintenant  la  multiplication  indiquée,  qu'on  se  sou- 
vienne que,  d'après  l'équation  (4),  chaque  nombre  n  ne  peut  être  re- 
présenté comme  produit  de  puissances  de  nombres  premiers  primaires 
que  d'une  seule  façon,  et  le  premier  membre  de  notre  équation  se  trans- 
forme dans  le  second.      C.    Q.    F.   D 

§  IV. 

Nous  allons  maintenant  considérer  de  plus  près  la  série  générale  L, 
équation  (16),  qui  a  évidemment  une  valeur  finie  et  indépendante  de  la 
manière  dont  les  termes  se  suivent  aussi  longtemps  que  s  >  i,  et  nous 
chercherons,  en  particulier,  à  déterminer  comment  cette  valeur  varie 
lorsqu'en  posant  s  =  i  +  p,  on  fait  la  variable  positive  p  infiniment 
petite.  La  série  L,  but  de  nos  recherches  actuelles,  se  décompose  en 
~  ty  (k)  séries  partielles  dont  chacune  contient  tous  les  termes  où  n  est 
congru  selon  le  module  k  au  même  nombre  l.  équation  (il).    Une 
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quelconque  de  ces  séries  partielles  devient 

w=  y — * — , 

lorsqu'on  y  supprime  dans  tous  ses  termes  le  facteur  commun  52;  là  le 
signe  \  comprend  tous  les  nombres  entiers  complexes  t.  Nous  avons 
montré,  dans  le  Mémoire  intitulé  Rech  .  sur  les  form. .  §  XVIII.  art.  3. 
que  cette  dernière  série  devient  égale  à  l'expression  — jj-  -  lorsque  p  de- 
vient infiniment  petit.  Ce  résultat  peut  être  complété  à  l'aide  des  consi- 
dérations développées  au  lieu  cité,  et  l'on  prouve  facilement  que 

où  A  désigne  une  constante  réelle,  et  F  <  s  une  fonction  réelle  de  p  qui 
tend  vers  une  limite  finie  quand  p  devient  infiniment  petit.  Il  s'ensuit 
immédiatement,  en  tenant  compte  de  l'équation  (i/j),  que 

(,7)       L  =  |H^-+F(p),     ou     L  =  A  +  A'i+p[Q(!f)+iV{p)]i 

suivant  que  les  racines  de  l'unité  contenues  dans  L  sont  toutes  égales 
aux  racines  positives  de  l'unité,  ou  que  l'une  d'elles  au  moins  est  dif- 
férente de  celles-ci.  A  et  A'  sont  des  constantes  réelles,  et  F(p),  '1'  \p  , 
$'  (p)  sont  des  fonctions  réelles  de  p  qui  tendent  vers  des  limites  finies 
pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  la  variable  positive  p. 

Les  séries  L  peuvent  se  partager  en  trois  classes,  d'après  les  différentes 
combinaisons  de  racines  qu'elles  contiennent.  La  première  de  ces 
classes  consiste  dans  la  série  unique  où  toutes  les  racines  de  l'unité  ont 
pour  valeur  i,  et  qui  est  relative  à  la  première  des  équations  (17).  La 
seconde  classe  embrasse  toutes  les  autres  séries  ou  il  n'y  a  que  des 
racines  réelles.  Remarquons  maintenant  que  les  seules  équations  où  les 
exposants  soient  impairs  sont  celles  dont  les  racines  sont  désignées 
par  ^,  x',...,  et  l'on  verra  que,  pour  représenter  toutes  les  séries  de  la 
seconde  classe,  il  faut  combiner  de  toutes  les  manières  possibles  les 
doubles  signes  de 

j  =  ±i,  <p'  =  ± i,...;    '|  =  ±  1,  x  =  ±I'  +'  =  =hl>  x'=-  ■>■••; 

9  =  dti,  n  =  ±i; 
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mais  de  toutes  ces  combinaisons  il  faut  exclure  cellequi  répond  aux  signe*, 
supérieurs  tous  ensemble;  cette  combinaison  unique  forme  la  première 
classe.  Enfin,  la  troisième  classe  comprend  toutes  les  séries  qui  pré- 
sentent au  inoins  une  racine  imaginaire  de  l'unité,  et  l'on  voit  facile- 
ment que  les  séries  de  cette  classe  sont  toujours  ordonnées  par  couples, 
puisque,  dans  la  supposition  énoncée,  les  deux  combinaisons  de 
racines 

?,  ?'?•••;    <\>,  x,  y,  /'>•••;    s,  y, 

et 

il  1        i        i        i  ii 

?    ?'  ^    'V    y.    /!  Q     n 

sont  évidemment  différentes  l'une  de  l'autre.  Dans  ces  séries  la  transi- 
tion de  l'une  à  celle  qui  lui  est  coordonnée  a  lieu  en  changeant  i  eu 
—  i  dans  la  deuxième  équation  (17),  tandis  que  les  termes  imaginaires 
de  cette  équation  disparaissent  pour  les  séries  de  la  seconde  classe,  aux- 
quelles l'équation  citée  appartient  également. 

Quand  p  devient  infiniment  petit,  la  valeur  de  la  série  qui  constitue 
la  première  classe  croît  par-delà  toute  limite  positive,  tandis  que  les 
valeurs  de  toutes  les  autres  séries  tendent  vers  des  limites  finies,  comme 
on  peut  s'en  convaincre  d'après  l'équation  (17).  Cela  n'est  cependant 
pas  suffisant  pour  le  but  que  nous  nous  proposons,  et  il  nous  faut  en- 
core faire  voir  que  toutes  ces  limites  sont  différentes  de  zéro,  c'est-M- 
dire  qu'on  n'a  pas  à  la  fois  A  =  o,  A'  =  o  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (17).  Admettons  un  instant  que  cette  preuve  soit  faite  pour  toutes 
les  séries  de  la  seconde  classe.  Cette  supposition  admise,  nous  montre- 
rons, dans  le  paragraphe  suivant,  que  cette  assertion  est  vraie  pour  la 
troisième  classe,  et  nous  en  déduirons  aussitôt  la  loi  posée  au  commen- 
cement du  §  III,  en  sorte  qu'il  ne  nous  restera  plus  qu'à  démontrer,  à 
la  fin  de  ce  Traité,  la  propriété  supposée  à  l'égard  des  séries  de  la  se- 
conde  classe. 

§  V. 

Prenons  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres  de  Téq  ita- 
lien   16 i  et  développons,  il  vient 


zlQ< 


-+-...=  I02  L. 
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Dans  cette  équation  nous  nous  sommes  bornés,  pour  abréger,  à  écrire 
le  ternie  général  dans  lequel  on  doit  attribuer  successivement  a  fx 
toutes  les  valeurs  depuis  p.  =  i  jusqu'à  //.  =  oc;  de  plus,  le  signe  de  la 
sommation  s'y  rapporte  à  tous  les  nombres  q.  Soit  maintenant  /  un 
nombre  déterminé  quelconque  parmi  ceux  qui  ont  été  définis  sous  le 
numéro  (i  i),  et  posons 

II'  =  i  (mod.  k), 

où  /'  est,  comme  /,  un  nombre  primaire  et  premier  avec  À.  Multiplions 
notre  équation  paru/,  et  faisons  la  sommation  d'après  toutes  les  com- 
binaisons possibles  de  racines,  il  vient 

Maintenant,  d'après  l'équation  (i5), 

SQfçH-  =  o . 
excepté  quand 

l'qr  ~  I, 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  excepté  quand 

qi*  =  l  (mod.  k). 

auquel  cas  la  valeur  de  la  somme  devient  ■£-  t|*  {k).  L'équation  devient 
ainsi 

où  le  signe  ^  s'étend  dans  le  premier,  le  deuxième,...  terme  respecti- 
vement, aux  nombres  premiers  q  dont  les  premières,  deuxièmes,... 
puissances  sont 

=  /  (mod.  k). 
Posons  spécialement 

*  =  i, 

alors  on  a 

V  ==  i  (  mod.  k) ,     Qi'  =  i  , 

Tome  IX.  —  Jullet  1844  34 


z66  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

et  le  résultat  général  se  transforme  en 

4 


Î2rl^^  -4--.-=  rT^S.logl 


Considérons  actuellement  la  somme  S  log  L  pour  le  cas  où  p  devient 
infiniment  petit.  Les  termes  correspondants  aux  séries  de  la  deuxième 
classe  tendent  ensemble  vers  des  limites  finies;  au  contraire,  le  tenne 
correspondant  à  la  première  classe  prend  alors  une  valeur  positive 
infiniment  grande,  puisque  ce  terme  peut  être  mis,  d'après  l'équa- 
tion (17).  sons  la  forme 


'°6(j)+log(^+PF(4 


dont  la  première  partie  devient  infinie  tandis  que  la  seconde  tend  vers 
une  limite  finie.  Supposons  maintenant  que  la  limite  finie  d'une  série 
de  la  troisième  classe  soit  égale  à  zéro,  c'est-à-dire  supposons  que  l'on 
ait.  dans  l'équation  (17), 

A  =  o,      A'  =  o; 

alors  de  la  réunion  des  deux  membres  qui ,  dans  notre  somme,  répon- 
dent à  cette  série  et  à  celle  qui  lui  est  coordonnée,  résultera  l'expres- 
sion suivante  : 

-2  log  (y  +  iog  [f(Pf  +  9'(P)2]. 

Apres  avoir  combiné  cette  expression  avec  la  précédente,  la  somme 


contiendra  le  terme  —  log  l-j  qui  prend  une  valeur  négative  infini- 
ment grande,  et  qui  ne  peut  être  détruit  par  log[<p  (p2)  -1-  f'  (p2)], 
puisque  ce  dernier  logarithme  peut  seulement  avoir  une  limite  finie, 
ou  bien  prendre  lui-même  une  valeur  négative  infiniment  grande. 
Ce  résultat  est  en  contradiction  avec  notre  équation  précédente,  dont 
le  premier  membre  ne  contient  que  des  termes  positifs,  et  cette  contra- 
diction serait  encore  évidemment  renforcée  si  l'on  voulait  considérer 
comme  évanouissantes  les  valeurs  des  limites  pour  plus  d'un  couple  de 
séries  coordonnées  de  la  troisième  classe.  Il  est  ainsi  prouvé,  réserve 
faite  de  la  démonstration  qu'il  nous  reste  à  donner  pour  les  séries  de 
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deuxième  classe,  que  log  L  tend  toujours  vers  une  limite  finie,  ex- 
cepté dans  le  seul  cas  où  L  désigne  la  série  de  la  première  classe,  car 
alors  notre  logarithme  peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre 
donné  positif. 

Revenons  à  présent  à  l'équation  générale  (18);  nous  voyons  que  le 
deuxième  membre,  et  par  conséquent  aussi  le  premier  membre,  de- 
vient infini  quand  p  devient  infiniment  petit.  Mais,  maintenant,  la 
somme  de  toutes  les  séries  qui  se  trouvent  dans  le  premier  membre,  à 
partir  de  la  seconde  inclusivement,  reste  finie,  puisque 

1  •«-!  I  I     ^1  I 

2  2à  (N^  +  3A  (N?)J       "  '  ' 

est  encore  finie  même  lorsqu'on  ne  borne  point  les  sommations,  comme 
nous  le  faisons  ici ,  à  certains  nombres  premiers  q ,  et  qu'on  l'étend 
à  tous  les  nombres  entiers  dont  la  norme  surpasse  l'unité.  Il  faut  donc- 
que  ce  soit  la  somme  V qui  croisse  au  delà  de  toute  limite  finie, 

ce  qui  exige  que  le  nombre  de  ses  termes  soit  infini;  elle  donnera 
donc  alors  un  nombre  infini  de  nombres  premiers  tous  contenus  dans 
la  forme  kt  -+-  l.     C.    Ç.  F.  D. 

§  VI. 

Afin  de  compléter  la  démonstration  que  nous  venons  d'exposer,  il 
faut  encore  faire  voir  que,  pour  chaque  série  de  deuxième  classe,  la 
limite  correspondante  à  une  valeur  infiniment  petite  de  p  est  diffé- 
rente de  zéro.  Une  série  de  ce  genre  contient  une  combinaison  de  ra- 
cines de  la  forme 

(?=±i,  <?'=  ^  i,-;    *  =  **»  x=I'  +'=±l>  x'=  «vf 

e  =  ±1,  ri  =  ±1. 

Formons  le  produit  de  ceux  d'entre  les  nombres  premiers 
a-hbi,     a'  -+-  b'i,...  ;     r,  /•',..., 

auxquels,  dans  cette  combinaison  de  racines,  répond  une  racine 
égale  à  l'unité  négative,   à  savoir,  <p,  a/,...;  ty.  <J)',--s  et  désignons  le 

34- 
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produit  de  ces  nombres  premiers  par  Q,  e*  par  V  le  produit  de  tous 
les  autres  (il  va  sans  dire  que  si ,  dans  un  de  ces  groupes ,  il  ne  se 
trouve  point  de  nombre  premier,  on  remplacera  Q  ou  V  par  l'unité  ; 
alors  l'expression £2„,  contenue  dans  le  terme  général  delà  série,  pourra 
prendre  la  forme  suivante,  d'après  les  résultats  obtenus  en  l'équation  u> 
e1  en  l'équation  (6)  : 


[g»v. 


Posons. 

en 

outre, 

comme 

plus 

n  - 

haut , 
='X.-r-  vi, 

il  vient 

9' 

*■-*--/■—  i 

,      0      = 

1 

'.  *-+?)'- 1 

r-  =  e 

■» 

8 

Si  5  =  i,  la  première  de  ces  équations  est  évidente;  si,  au  contraire, 
9  =  ■—  t,  elle  coïncide  avec  une  des  équations  désignées  par  la  for- 
mule (7),  et  il  en  arrive  autant  de  la  seconde. 

La  limite  d'une  série  quelconque  de  la  deuxième  classe  est  par  con- 
séquent 

Z*  l     Q     J(V +  ,»)«+* 

où  p  est  supposé  infiniment  petit;  le  signe  V  s'étend  à  tous  les  nom- 
bres impairs  primaires  X  -+-  vi  qui  n'ont  aucun  facteur  commun  avec  k, 
ou  avec  QV,  ce  qui  revient  au  même;  remarquons  encore  qu'on  ne 
peut  avoir  simultanément 

Q  =  1,     $  —  1,     jj  =  1, 

car,  dans  cette  supposition  ,  la  combinaison  des  racines  considérée  plus 
haut  répondrait  à  la  série  L  de  la  première  classe.  Mais  maintenant 
notre  série  est,  avec  cette  restriction,  toujours  contenue  dans  la  série 
générale  qui,  comme  nous  l'avons  montré  dans  le  Mémoire  déjà  sou- 
vent cité,  exprime,  abstraction  faite  d'un  facteur  fini,  le  nombre  des 
classes  comprenant  toutes  les  formes  quadratiques  pour  un  détermi- 
nant arbitraire  non  quadratique.  Que  l'on  compare  avec  la  série  ci- 
dessus  celle  que  nous  avons   trouvée  dans  l'ouvrage  cité,  §  XVIII, 
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équation  (18),  pour  l'expression  de  ce  nombre,  et  l'on  verra  que  la 
première  est  relative  aux  quatre  déterminants 

QV2,     iQV2,     (i-w)QV2,     i(n-0QV", 

d'après  les  quatre  combinaisons  respectives  de  racines  qui  peuvent  s'y 
présenter. 

0=1,   ï)  =  i;     9  =  —i,    V3  =  i;      9=1,   yj——i;     9=  —  t,  vj  =—  1. 

De  là  résulte  immédiatement  la  propriété  qu'il  s'agit  de  démontrer; 
car,  si  notre  série  se  réduisait  à  zéro ,  alors  le  nombre  des  classes  des 
formes  quadratiques  deviendrait  aussi  nul  pour  le  déterminant  cor- 
respondant, ce  qui  est  impossible,  puisque  ce  nombre  est  toujours 
au  moins  égal  à  l'unité. 

Nous  terminerons  par  une  remarque  destinée  à  éclaircir  la  compa- 
raison que  nous  avons  précédemment  indiquée;  cette  remarque  con- 
siste en  ce  qu'on  peut,  sans  changer  la  valeur  de  la  série  trouvée  à 
l'endroit  cité,  étendre  la  sommation  dans  cette  série  à  tous  les  nombres 
impairs  primaires  X  -1-  vi  sans  facteurs  communs  avec  le  déterminant . 
auxquels  cette  dénomination  est  applicable  dans  le  sens  adopté  dans 
le  présent  Mémoire.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que,  pour  un 
groupe  quelconque  de  nombres  impairs  assemblés,  le  nombre  consi- 
déré comme  primaire  d'après  une  définition ,  est  évidemment  égal  ou 
opposé  à  celui  qui  lui  correspond  dans  l'autre  définition,  et  que,  de 
plus,  un  terme  quelconque  de  la  série  reste  invariable  quand  on  y 
change  —  X  -+-  vi  en  —  X  —  vi. 


TTi'  ~,fj  i~Pr-     
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NOTE 

.S//r   les   relations  entre  les  neuf  cosinus  des  angles  de  deux 
systèmes  de  trois  droites  rectangulaires; 

Pau  m.  de  s aevt- venant. 


1.  Soient  entre  les  neuf  quantités  <sr,  a',  a",  b,...  les  six  relations 
a2 -\-a'2  -\-a"2  =i.     b2 -{-b'2  -t-6"s  =i,     c2+c/2  -\-c"2  =i. 


|  bc-\-b'c'-hb"c"=o,     ca-hc'a'-hc"a"=o,     ab-ha'b'-{-a"b"=o. 
On  sait  que  l'on  peut  en  déduire  les  six  relations  inverses 

a2  +  b2    -hc2    =i,     a'2  -hb'2  -hc'2  —i,     a"2-hb"2-\-c"2—i. 


(  a'a" -\-b' b" -\-c'c" =o,     a"a+b"b-\-c"c=o,     aa'+bb'+cc' 

et  encore  les  neuf  suivantes,  dans  lesquelles  on  doit  prendre  à  la 
fois  tous  les  signes  supérieurs  ou  tous  les  signes  inférieurs  des  premiers 
membres  : 

(  ±a  =  b'c"  —  c'b",     ±  a'  =  cb"  —  bc",     ±  a"  =  bd  —  cb'. 

(3)     l   —  b  =  c'a"  —  a'c",     ±  b'  =  ac"  —  ca",     ±  b"  =  cd  —  ac' . 

(   ±c  =  a'b"  —  b'a".      ±  c'  =  ba"  —  ab",      rh  c"  =  ab'  —  ba '. 

Mais  la  manière ,  élégante  du  reste .  dont  on  fait  quelquefois  cette 
déduction  ne  semble  pas  tout  à  fait  directe,  car  elle  se  fonde  sur  l'em- 
ploi de  six  indéterminées  qui  ne  sont  autre  cbose  que  les  coordonnées 
d'un  même  point  par  rapport  à  deux  systèmes  de  trois  droites  rectan- 
gulaires lorsque  les  quantités  a,  a',...  représentent  des  cosinus  d'angles 
qu'elles  forment  entre  elles  [*]. 

*  Traité  de  Géométrie  analytique,  par  M.  Lefebure  de  Fourcy,  3e  édition;  ou 
Lagrange,   Mécanique  analytique,  seconde  partie,  section  ix,  6. 
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Or,  on  peut  aussi  déduire  les  relations  (2)  et  (3)  des  relations  (1)  de 

la  manière  directe  suivante,  qui  me  paraît  avoir  aussi  l'avantage  de 

mieux  faire  voir  l'origine  des  binômes  formant  les  seconds  membres 

des  relations  (3). 

2.  Si  l'on  élimine  successivement,  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions (1)  qui  sont  du  premier  degré  en  a,  a!,  a",  deux  de  ces  quan- 
tités, on  obtient 

(4) 


b'c" — db"         cb" —  bc"  bc'  —  cb' 

La  somme  des  carrés  des  trois  dénominateurs  de  cette  double  éga- 
lité revient  identiquement  à 

(b2  +  b'2  +  b"*)  (c2  -+-  c'2  +  c"2)  -  (bc  -+-  b'c'  -+-  b"c")2, 

et  est,  par  conséquent,  égale  à  l'unité  d'après  les  mêmes  équations  (1). 
Donc,  d'après  la  première  relation  a2-\-  a'2 -h  a' '2=  1 ,  le  carré  du  numé- 
rateur de  chaque  membre  de  (4)  est  égal  au  carré  de  son  dénomina- 
teur; ce  qui  démontre  les  trois  premières  relations  (3),  dans  lesquelles 
il  faut  prendre  ensemble  ou  les  trois  signes  supérieurs,  ou  les  trois 
signes  inférieurs  pour  que  l'égalité  (4)  soit  satisfaite. 

On  démontrerait  de  même  les  six  autres  relations  (3),  et  la  corres- 
pondance des  signes,  soit  dans  le  groupe  des  quatrième,  cinquième  et 
sixième  relation ,  soit  clans  le  groupe  des  trois  dernières. 

Pour  comparer  les  signes  dans  deux  groupes,  prenons,  par  exemple, 
la  première  relation  db  b  =zc'a" —  a'c"  du  deuxième  groupe,  et  substi- 
tuons-y les  valeurs  de  a'  et  a"  tirées  de  celles  du  premier,  prises  avec 
le  signe  supérieur;  on  aura 

±  b  =  b(c'2  +  c"2)  -  c{h'c'  +  b"c")  =  6(1  -  c2)  -  c  (—  bc)  =  b. 

ce  qui  exige  que  le  signe  supérieur  soit  adopté  aussi  dans  le  second 
groupe.  Donc  ce  sont  bien  ou  tous  les  signes  supérieurs  ensemble,  ou 
tous  les  signes  inférieurs  ensemble  qui  se  correspondent  dans  les  neuf 
relations  (3). 

3.  Les  relations  (2),  inverses  des  relations  (1),  se  déduisent  facile-^ 
ment  de  celles  (3)  que  nous  venons  de  démontrer;  car.   1"  si ,  dans  le 
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trinôme  aal  ■+-  bb'  -+-  ce',  par  exemple,  on  met  pour  a,  b.  c,  leurs  va- 
leurs fournies  par  les  relations  (3),  on  le  rend  identiquement  nul ,  et  il 
<-n  est  de  même  des  deux  autres  trinômes  analogues,  ce  qui  démontre 
les  trois  dernières  relations  inverses  (2).  u°  On  a  identiquement 

{b'c"  ~  c'b")2-\-  [c'a"  — a! c" f  +  (a'b"  —  b'a")2 
=  (a'2  +  b'2~h  c'2)  (a"2 -+-  b"2-\-c"2  )  —  ,a'a"-h  b'b" -h  c'c")2. 


(5) 
Donc 


a2  +  b2  -+-  c2  =  (a'2  -+-  b'2  -+-  c'2)  (a"2  +  b"2  +  c"2). 

Et  l'on  obtiendrait  également 

a'2  +  b'2  +  c'2  =  {a2  +  b2  +  c2)  {a"2  +  b"2  +  c"2:. 
a"2 -h  b"2+c"2  =  {a2  +  b2  +  c2)  (a'2  +  b'2  +  c'2  . 

Multipliant  deux  à  deux  ces  trois  équations,  on  en  conclut  que  chacun 
des  trois  trinômes  tels  que  a2  -+-  b2  +  c2  est  égal  à  ±  1,  et  c'est  -f-  1 
qu'il  faut  prendre  si  l'on  considère  que,  d'après  les  trois  premières 
équations  (1),  la  somme  de  ces  trinômes  est  égale  à  3. 

Les  trois  premières  relations  inverses  (2)  se  trouvent  donc  aussi  dé- 
montrées. 

4.   On  aurait  pu  obtenir  celles-ci  en  premier  lieu ,  en  observant 
que,  d'après  les  relations  (1),  on  a 

(bc  +  b'c')2  =  b"2c"2  =  (1  -  b2  -  b'2)  (1  -  c2  -  c'2), 

ce  qui  revient  à 

ibe'-cb')2  =1  -{i-b2-b'2)-{i-c2—  c'2)=zi-b"2-c"2, 

ou,  en  ayant  égard  à  la  troisième  relation  (3),  à 

a"2  -+-  b"2  -+-  c"2  =  1 , 

c'est-à-dire  la  troisième  relation  inverse.  Les  deux  premières  auraient 
été  obtenues  de  la  même  manière  ;  et  les  trois  dernières  relations  in- 
verses (2)  s'en  tirent ,  en  observant  que  le  premier  membre,  ainsi  que 
la  première  partie  du  second  membre  de  l'identité  (5),  étant  égaux  à  1 . 
le  dernier  terme  doit  être  nul ,  ce  qui  donne 

a'a"  -+-  b'b"  ■+-  c'c"  =  o , 
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et  ainsi  des  autres.  De  cette  seconde  manière,  les  six  relations  in- 
verses (2)  peuvent  s'obtenir,  comme  l'on  voit,  avant  d'avoir  établi  la 
correspondance  des  signes  des  neuf  relations  (3),  et  en  n'employant 
celles-ci  que  sous  la  forme  a2  =  (b'c"  —  c'b")2.... 

5.  Il  reste  à  savoir,  dans  chaque  cas,  si  l'on  doit  donner  le  signe  -+- 
ou  le  signe  —  aux  premiers  membres  des  neuf  relations  (3).  Cela  ne  se 
peut  qu'en  particularisant  plus  ou  moins  les  neuf  quantités  a,  a',.... 
Supposons,  comme  cela  a  lieu  ordinairement,  que  ce  soient  les  co- 
sinus des  angles  formés  par  trois  droites  rectangulaires  ox,  oj,  oz  avec 
trois  autres  droites  aussi  rectangulaires  ox,,  oj,,  oz,,  en  sorte  que 

cos  xox,  =  a,  cosj'ox,  =  a',  cos  zox,  =  a", 
cos  xoj,  =  b,  cosyoy,  =  b',  cos  zoj,  =  b" ', 
cosxoz,   =  c,     cosyoz,    =  c',     cos  zoz,  =  c". 

Il  faut  prendre  le  signe  -f-  quand  les  droites  de  même  nom  sont  dis- 
posées entre  elles  de  la  même  manière  dans  les  deux  systèmes,  en 
sorte  que  l'on  puisse  passer  de  l'un  à  l'autre  en  le  faisant  tourner  au- 
tour du  point  de  concours  commun  o.  En  effet,  alors,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  qyt,  oz,  se  confondent  avec  oj,  oz,  la  troisième  droite  ox, 
doit  aussi  se  confondre  avec  ox,  d'où  il  suit  que  b'  =  1,  c"  =  1  doivent 
entraîner  a  =  1,  les  six  autres  cosinus  étant  nuls.  Or  cette  condition 
ne  peut  être  remplie  qu'en  donnant  le  signe  -f-  aux  premiers  membres 
de  l'équation  (3  . 

Plusieurs  géomètres  ont  remarqué  [*]  qu'il  faudrait  leur  donner  le 
signe  —  si  les  droites  ox,,  oj,,  oz,  étaient  disposées  dans  un  autre  ordre 
queojr,  oj,  oz.  C'est  ce  qui  aurait  lieu  si,  sur  chacun  des  trois  plans  for- 
més par  ces  dernières,  les  mouvements  de  x  en  y,  àej  en  z  et  de  z  en  x 
s'exécutaient  de  gauche  à  droite  pour  un  observateur  placé  au  point  o, 
comme  on  le  suppose  ordinairement;  tandis  que  sur  les  trois  plans 
formés  par  ox,,  oy^oz, ,  les  mouvements  de  même  nom  s'exécuteraient. 
au  contraire,  de  droite  à  gauche.  Il  est  facile  de  voir  que,  dans  chaque 
système,  toute  permutation  de  deux  des  trois  droites,  tout  remplace- 

[*]  Voyez  Exercices  d'Analyse  et  de  Pin  sique  mathématique  de  M.  Caucliy,  tome  II, 
î84i,  page  276. 
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ment  d'une  de  ces  droites,  par  son  prolongement  de  l'autre  côté  du 
point  o,  change  le  sens  de  ces  mouvements  :  il  en  serait  de  même  du 
remplacement  de  toutes  trois,  mais  non  de  deux  seulement,  par  leurs 
prolongements. 

(>.  Si  les  trois  droites  ox, ,  oj,,  oz,  du  second  système  n'étaient 
point  rectangulaires,  on  n'aurait,  entre  les  neuf  cosinus  a,  a',...,  que 
les  trois  premières  relations  (1).  Soient,  alors,  A.  A',  A"  les  cosinus  des 
angles  formés  avec  ox,  oj,  oz  par  une  droite  ox'  perpendiculaire  à  la 
fois  à  oy,  et  à  oz,  ;  les  trois  équations 

Ab-\-  A'// +  A"b"  =  o,      Ac  -+-  A'c'  -t-  A"c"  =  o ,      A2  +  A'2  +  A"-  =  i , 

résolues  comme  on  a  fait  au  n°  2,  donneraient 

,  b'c" —  c'b"  .,         cb"  —  bc"  ...         bc'  —  cb' 

±  A  =  —. ,      ±  A   =  —. ,      ±  A   =  -. , 

sinj|03,  suajr,os,  sinj.oz, 

en  sorte  que,  lorsque  oxt,  oy,,  ozt  forment  un  de  ces  systèmes  d'axes 
peu  obliques  ou  presque  rectangulaires  entre  eux  que  l'on  est  dans  le 
cas  de  considérer  dans  quelques  questions  de  la  mécanique  des  corps 
élastiques,  les  binômes  occupant  les  seconds  membres  des  relations  (3 1 
ne  sont  autre  chose  (en  négligeant  les  quantités  très-petites  du  second 
ordre)  que  les  neuf  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  rectangu- 
laires ox,  oj,  oz,  par  ces  trois  autres  axes  peu  obliques,  dits  auxi- 
liaires, qui  coupent  deux  à  deux  ceux  ox{,  ojK,  oz,,  à  angle  droit,  et 
dont  on  se  sert,  comme  l'on  sait,  pour  les  formules  de  transformation 
des  coordonnées  obliques. 

Cette  extension,  hors  du  cas  des  axes  rectangulaires,  de  la  démons- 
tration donnée  ci-dessus  des  relations  (3),  me  fait  penser  qu'elle  est  la 
plus  directe  et  la  plus  propre  à  donner  une  idée  de  la  nature  des  bi- 
nômes tels  que  b'c"  —  c'b"  :  ce  sont,  comme  l'on  voit,  des  cosinus 
d'angles  formés  avec  trois  axes  ox,  oj,  oz  par  des  droites  à  qui  l'on  im- 
pose pour  condition  d'être  perpendiculaires  chacune  à  deux  autres 
droites  ou  rectangulaires  ou  presque  rectangulaires,  déterminées  par 
des  angles  formés  avec  les  mêmes  axes,  et  dont  les  cosinus  sont  b' ,  c'. 
h",  c",  etc. 
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NOTE 

.Sur-  les  flexions  considérables  des  verges  élastiques; 
Par  M.  DE  SAINT-VENANT. 


1.  Navier  a  ramené  aux  quadratures  Résumé  des  Leçons  à  l'Ecole 
des  Ponts  et  Chaussées  la  détermination  des  flexions  très-petites  prises 
par  une  verge  élastique  dont  l'axe  est  une  courbe  plane  quelconque, 
sous  l'influence  de  forces  qui  ne  changent  nulle  part  le  plan  de  la  cour- 
bure. Il  est  possible  d'v  ramener  également  (Comptes  rendus  des  séam  es 
de  V Académie  des  Sciences,  3o  octobre  et  6  novembre  i843j  la  déter- 
mination des  très-petites  flexions  et  torsions  d'une  verge  à  double  cour- 
bure ou  dont  le  plan  primitif  de  courbure  s'est  voilé. 

Mais  les  verges  peuvent  prendre  aussi  des  flexions  considérables;  on 
peut  même  quelquefois  faire  toucher  leurs  deux  bouts  primitivement 
éloignés,  sans  que  pour  cela  leur  élasticité  soit  altérée,  et  il  est  sou- 
vent utile  de  connaître  ces  flexions. 

Les  travaux  d'Euler  {Nova  methodus  inveniendi  lineas,  etc.,  addita- 
mentum  dp:  curvis  elasticis)  et  les  méthodes  d'intégration  des  fonctions 
elliptiques  vont  nous  fournir  les  moyens  de  les  déterminer  exactement 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  approximativement  dans  tous,  en 
nous  bornant  toutefois,  pour  aujourd'hui,  aux  verges  à  simple  cour- 
bure [*]. 

2.  Supposons  d'abord,  i°que  les  forces  qui  sollicitent  la  verge  dans 
le  plan  de  son  axe  n'agissent  qu'isolément  ou  d'une  manière  discon- 
tinue;  2°  que,  dans  une  même  portion  fnie  de  la  verge,   comprise 

[*]  Depuis  que  cette  >~ote  a  été  reçue  au  Journal  de  Mathématiques,  M.  Binet  a  donne, 
le  fi  juin,  et  M.  Wantzel ,  le  24  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  XVIII,  pages  1 1 15  et  1 197),  des  intégrales  pour  le  cas  où  une  verge  primitivement 
droite  et  cylindrique  prend  une  forme  à  double  courbure,  mais  sans  pousser  le  calcul 
jusqu'aux  formules  propres  aux  applications,  comme  je  me  suis  propose  surtout  de  le 
faire  ici. 

35.. 
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entre  deux  des  points  successifs  où  des  forces  exercent  leur  action  (soit 
directement,  soit  par  l'intermédiaire  de  leviers  fixés  à  la  verge),  la  sec- 
tion soit  partout  la  même,  et  l'axe  soit  une  ligne  droite  ou  un  arc  de 
cercle. 

Soient ,  après  la  flexion , 
x,y,  p  les  coordonnées  rectangulaires  et  le   rayon  de  courbure  de 

l'axe  en  un  point  d'une  de  ces  portions  finies; 
s  la  longueur  de  l'axe  comptée  jusqu'à  ce  point  ; 

X,  Y       les  composantes,  parallèlement  à  x  et^',  d'une  des  forces  qui 
agissent  entre  cette  portion  et  l'une  des  deux  extrémités  de 
la  verge  ; 
x,,j,     les  coordonnées  de  son  point  d'application  (situé  sur  la  verge 

ou  dehors,  comme  on  vient  de  le  dire); 
1  l'indice  de  sommes  relatives  aux  diverses  forces  dont  on  vient 

de  parler. 
Soient  encore 
/■  le  rayon  de  courbure  avant  la  flexion  ; 

E  un  coefficient  numérique  dépendant  de  l'élasticité  de  la  ma- 

tière; 
p.  le  moment  d'inertie  de  la  section  transversale,  autour  d'un 

de  ses  deux  axes  principaux  (on  suppose  cet  axe  de  la  sec 
tion  perpendiculaire  au  plan  de  courbure  de  l'axe  de  la 
verge,  car,  dans  le  cas  contraire,  le  plan  de  courbure  chan- 
gerait par  la  flexion). 
On  aura,  comme  l'on  sait,  pour  l'égalité  des  moments  des  forces 
extérieures  et  des  forces  intérieures  agissant  à  travers  la  section  en 

(0  EP  (jT  ~  t)  =  2  tY  (x<  -  *)  ~  X^'<  -ÏÙ- 

Nous  ne  poserons  pas  d'autre  équation  d'équilibre,  parce  que  nous 
négligerons,  aujourd'hui,  l'effet  des  contractions  ou  dilatations  longi- 
tudinales de  l'axe  de  la  verge,  et  des  glissements  transversaux  de  ses 
tranches. 

Comme  E,  p.,  r  sont  supposés  constants  ou  indépendants  de  x.j, 
ainsi  que  les  valeurs  de  X,  Y,  x,,  y,  relatives  à  chaque  force,  l'équa- 
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tion  précédente  se  réduira  à  la  forme 

(2)  -  =  ax  -+-  by  -+-  c, 

a,  b,  c  étant  trois  constantes. 

Cette  équation  différentielle  s'intégrerait  immédiatement  comme  li- 
néaire si  l'on  pouvait  y  remplacer  -  par  -7^.  Navier,  par  cette  substi- 
tution ,  a  pu  déterminer  les  flexions  d'une  verge  rectiligne  dans  les  cas 
où  les  déplacements  de  ses  points,  assez  grands  pour  cpi'il  faille  en 
tenir  compte  dans  le  moment  des  forces  extérieures,  sont  cependant 
assez  petits  pour  ne  donner  qu'une  courbure  très-faible  à  l'axe,  en  sorte 
qu'on  puisse  remplacer,  dans  le  calcnl ,  l'élément  courbe  ds  par  sa  pro- 
jection dx. 

Mais  nous  ne  supposons  pas,  dans  ce  qui  va  suivre,  qu'une  pareille 
substitution  puisse  se  faire.  Il  faut  donc,  sans  y  recourir,  trouver  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (2). 

3.   Pour  cela,  observons  que 

1  1      ,  dy  1     -,  dx 

-   =  — rf.-f,      OU       —  -prf.—. 

p  dx       di  dy       ds 

Si  donc  le  second  membre  de  l'équation  (2)  ne  contenait  que  x  ou 
que  y,  une  première  intégration  serait  immédiatement  possible. 

Or,  pour  réduire  ainsi  l'équation  (2),  il  n'y  a  qu'à  transformer  les 
coordonnées  x,  y  en  d'autres  x',  y',  ayant  la  même  origine,  ou  qu'à 
poser 

(3)  x  =  x'  cos  a.  — y'  sin  a,     y  =  x'  sin  a  -+-  y'  cos  a. 

En  substituant  dans  l'équation  (2),  l'expression  de  l'inverse-  du  rayon 
de  courbure  sera  la  même  en  fonction  des  coordonnées  nouvelles 
qu'elle  était  en  fonction  des  anciennes.  Si  donc  l'on  égale  à  zéro  le 
coefficient  de  y'  du  second  membre,  ou  si  l'on  pose 

—  a  sin  a  -+-  b  cos  a  =  o,     tane  a  =  -, 

"  a 

h  a 
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l'équation  Iransformée  sera 

(4)  -h  d.%  =  ■*'  y/âï+P  +  c. 

v    '  dx  ds 

Elle  a  pour  intégrale  première,  en  appelant  r\  la  valeur  de  —  pour 
x'  =  o, 

(5)  ^  =  —  V^+l"2  -+-  ex'  +  q . 
as  2 

La  transformation  de  coordonnées  qui  nous  a  donné  le  moyen  d'in- 
tégrer a  consisté  à  prendre  l'axe  des  y'  parallèle  à  la  résultante  de 
toutes  les  forces  qui  se  trouvent  en  jeu  pour  plier  la  partie  de  la  verge 

b  VY 

que  l'on  considère,  car  on  a  -  =  —  "—;  aussi  l'idée  s'en  trouvait,  im- 
plicitement clans  le  Mémoire  précité  d'Euler,  qui  considère  une  lame 
sollicitée  de  diverses  manières  par  une  seule  force  et  qui  prend  tou- 
jours l'un  des  deux  axes  coordonnés  parallèle  à  la  direction  de  cette 
force. 

On  tire  de  l'équation  (5  1, 


%=\/<-%=\/>-{t*^ 


d'où 


(6) 


,  dx' 

as 


i.r' 


df  =  '£  ds 


l/i—  I  —  fâ+T*  +  cr'-f-w 
I  : —  \Ja--\~  b'  -4-  ex'  +  h  I  dx' 
1  /  1  —  (  —  y'"'  -+-b--hcx'  +z 


et  la  détermination  de  la  courbe  qu'affecte  la  portion  de  la  verge  après 
sa  flexion  dans  l'état  d'équilibre  est  ramenée,  comme  on  le  voit,  aux 
quadratures  [*]. 

[*]  De  même,  toute  équation 
sera  susceptible  d'une  première  intégration  si  le  second  membre  est  fonction  d'une  ex- 
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4.  Euler  écrivait  en  17^4  que  les  expressions  telles  que  l'équa- 
tion (6)  ne  s'intégraient  pas  sous  forme  finie.  Nous  sommes  aujourd'hui 
assez  heureux  pour  pouvoir  en  écrire  et  en  donner  numériquement  les 
intégrales  au  moyen  des  notations  et  des  tables  des  fonctions  dites  el- 
liptiques. Auparavant,  mettons-les,  comme  Euler,  sous  une  autre 
forme.  D'abord,  en  faisant 

(7)  x'  =  . 


\Ja*  -+-  b- 

le  terme  en  x'  disparaît.  Cette  deuxième  transformation  de  coordon- 
nées se  réduit  à  prendre  pour  axe  des  y'  la  direction  même  de  la  ré- 
sultante des  forces. 


Ensuite,  faisons  cette  résultante 


P  '  v  p' 


(8)        v'(2X)a  +  (2Y)2  =  P;     et 
Décomposons,  ensuite,  la  quantité  sous  le  radical  en  ses  deux  fac- 


pression  da  premier  degré  en  x,  y,  ou  de  toute  autre  expression  (et  il  y  en  a  une  foule 
dont  l'une  des  deux  variables  puisse  disparaître  en  faisant  x  =  x'  cos  a  —  y  '  sin  a , 
y  =  x'  sin  a  -+-  j ■'  cos  a.  En  effet,  la  substitution  lui  donnera  cette  forme,  en  représen- 

4r' 

tant——  par  p  , 
dx 

dp  '  /sin  a  -+-  p  '  cos  a\ 

—  dx'  i  (x  j, 


cos  a  — p  sin  a 

équation  dont  les  deux  membres  peuvent  s'intégrer  par  les  quadratures. 

Et  l'on  opérera  aussi  la  deuxième  intégration  par  lis  quadratures  si,  après  la  pre- 
mière, l'équation  est  résoluble  par  rapport  hp'.  C'est  ce  qui  arrive  dans  notre  cas  par- 
ticulier f  j— -)=  i+(t")  •  Alors  a  disparait  du  premier  membre,  et  l'on  ob- 
tient l'intégrale  seconde 

J  sji-[fdx'f(x')f 

On  sait  que  beaucoup  d'autres  équations  différentielles  compliquées  s'intègrent  facile- 
ment par  des  transformations  du  genre  des  changements  de  coordonnées. 
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teurs 


et  faisons 


x'"1  c'p*  x"7  c-p- 

I :  —  *î  H —  ,        I   H „  -+-  ïj f- 

If  2  %p-  2 


2/>2  (l  —  Y))  -4-  C2p4  =  f2,      d'ou 


/    m  =  i  +  — ,=H ,  va   -+-  o2 

2  W  2  s  a;-t-  6'  2 

c'est-à-dire  remplaçons  la  constante  r,  par  une  nouvelle  constante  f. 
Les  deux  expressions  différentielles  deviendront 

no)    ds  =  —=         r  ,     dy '—  —±±  ' 

La  quantité  f  joue  un  rôle  important  dans  la  discussion  des  courbes 
qu'elles  représentent;  elle  est  évidemment  la  plus  grande  valeur  de 
l'abscisse  x",  positivement  ou  négativement  :  c'est  la  flèche  de  courbure 
quand  la  verge  était  primitivement  droite  et  pressée  dans  le  sens  de 
son  axe.  Les  courbes,  en  général  festonnées,  sont  comprises  entre  les 
deux  droites  parallèles  x"  =  f ,  x"  =  —  f . 

5.  Legendre  donne  Traité,  chap.  III)  deux  manières  de  transfor- 
mer les  expressions  comme  les  équations  (10  ,  en  différentielles  dont 
les  intégrales  soient  les  fonctions  elliptiques  de  première  et  de  deuxième 
espèce,  qu'il  désigne  ainsi  : 

F  (k,  f)  =    f9  - — -"—  -       E  {k,  f)  =  f  '  dm  v  i  -  A2  sin2  l . 

'  i/o      \i  —  k  sin-<p  Jo 

La  première  manière,  qui  donne  pour  ds  une  transformée  négative, 
consiste  à  faire 

x"  =  A  cos  ip ,     d'où     6  =  arc  cos  -=-• 

La  deuxième  manière,  qui  donne  une  transformée  positive,  consiste  à 
prendre 

«•->         e»  (4P*  —  f ')  sin3 «          ,,     .                          .  ipx" 

x  -  =  1- ^ ?-  .      '  ,     d  ou     -,  =  arcsin  — ■ 
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On  obtient  ainsi 


ds 


-  p  d-b 


v   '  — 


—p(i sin2^)^  /  — 


4/>°       r  V        fr- 

et 


\/l-ê 


sin-  -a 
4p- 

V  V-    . 


N/'-|?sin>  4/;  *'    \V' -£>''/ 

Donc,  Ç,  C,  Ct,  C,  représentant  des  constantes  arbitraires,  on  a,  par 
la  transformée  en  i|*, 

s  =  C    -      pF  (  —  .arccos^r), 

en)  •  7      y 

I  y'  =  —  s  -\-  G  —  ipE  i  — ,  arc  cos ^-  \  ; 
et,  par  la  transformée  en  f, 

s  =  C,  -+-  pF  /  —  .    arc  sin 


/  —  .   arc  sin ; \  . 

,  _,,  x"  v'f2 — x'H  /   f  jr"  \ 

vy.1— çr-  V1— TF"/ 


^1  *#*=?■ 


Hp- 
Tome  l\.  —  Août   1S44  ■}(* 
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Et  comme  les  angles  ^ ,  f  sont  liés  par  tang  |  tang  <py  i  —  —  =   i  , 

les  théorèmes  connus  sur  les  fonctions  elliptiques  complémentaires 
donnent  ces  deux  relations  entre  les  constantes  de  l'équation  (12  et 
celles  de  l'équation  (11): 

6.  En  remplaçant  p,  x",y'  par  leurs  valeurs 

tv  1  ,,  ,  ,         aiH-Jr  +  c  ,  ay — bx 

(i3j      p  =  7,     x—x'-\-cp2  —  - — —  ,    y' - 


lr-f.  sjtf  +  b2        J         \Ja'-\-b* 

on  a,  pour  intégrale  première  de  l'équation  différentielle  (1),  ou  de 

,     ..  dx  cPy  dxd'y  , 

(14)  irrh  =  J—^  =  ax  +  hy+-c, 

ds    ds1  ,,,        ,  .,f 

celle  (5),  ou 


,  5)       d^ards  bx)  —  I  (ax  +  by  +  c)a  -+-  ^a2  -4-  62  -  I  P  (a2  -+-  £2) , 
et,  pour  intégrale  seconde ,  d'après  les  expressions  (11), 

*  =C r  F    -frt2+/?2)4,  arccos — ,  h 


fv/«J  +  /'; 


Les  expressions  (12)  fourniraient,  par  la  substitution,  une  intégrale 
dune  autre  forme,  que  nous  n'écrirons  pas. 

7.  Puisque  la  verge  est  composée,  par  hypothèse,  de  parties  droites 
ou  circulaires  d'une  section  constante,  dont  tous  les  points  sont  sollicités 
à  fléchir  par  les  mêmes  forces  appliquées  hors  de  chaque  partie,  on 
pourra  employer  successivement,  pour  chacune,  les  formules  qu'on 
vient  de  donner;  chaque  point  de  la  courbe  d'axe  nouvelle  répondra 
au  point  de  la  courbe  d'axe  ancienne  pour  lequel  l'arc  s  a  la  même 
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longueur,  à  partir  d'une  extrémité,  car  on  a  supposé  (n°  2)  que  l'axe 
n'éprouvait  ni  contraction  ni  dilatation  On  assujettira  donc  les  lon- 
gueurs des  diverses  parties  à  être  restées  égales  aux  longueurs  primi- 
tives ;  on  assujettira  aussi  les  axes  des  parties  consécutives  à  avoir  des 
coordonnées  communes  et  une  tangente  commune  aux  points  de  jonc- 
tion :  de  cette  manière  les  intégrales  premières  fi  5)  et  les  intégrales  se- 
condes (  1 6  fourniront,  et  les  valeurs  des  constantes  f,  C,  C  on  C, ,  C\ , 
et  les  coordonnées  nouvelles  d'un  point  quelconque  de  la  verge,  ré- 
pondant à  un  point  donné  sur  cette  verge  avant  sa  flexion,  ce  qui  sera 
la  solution  complète  du  problème  proposé. 

8.  Maintenant,  supposons  que  la  verge  élastique  affecte  primitive- 
ment la  forme  d'une  courbe  plane  quelconque,  que  sa  section  soit  va- 
riable comme  sa  courbure,  enfin  que,  parmi  les  forces  sollicitantes, 
il  y  en  ait  qui  agissent  d'une  manière  continue  ou  en  tous  les  points  de 
la  verge,  en  sorte  que  la  résultante  qui  produit  le  moment  de  flexion 
varie  aussi  d'un  point  à  l'autre. 

Ces  circonstances  rendront  généralement  impossibles  les  intégrations 
ci-dessus,  et  le  problème  de  la  flexion  ne  sera  résoluble  alors  que  par 
des  méthodes  d'approximation. 

Mais  en  voici  une  qui  n'exige  pas  d'autres  calculs  que  ceux  des  ar- 
ticles précédents,  et  qui  suffira  ordinairement. 

Supposons  que  l'on  ait  divisé  la  verge  en  un  nombre  suffisant  de 
parties  pour  que,  dans  chacune,  le  rayon  de  courbure  primitif,  la  sec- 
tion et  la  résultante  des  forces  puissent  être  regardées  comme  sensible- 
ment constantes,  on  peut  appliquer  à  chacune  les  équations  ci-dessus. 
Mais  on  peut  faire  mieux  :  on  peut,  en  posant 

-  =  ax  -+-  by  -+-  c , 

P 

ou  en  regardant  l'équation  de  son  axe  comme  représentée,  après  la 
flexion,  par  la  formule  intégrale  (16),  disposer  des  trois  indéterminées 
a.  b.  c  pour  qu'en  trois  points  de  cette  partie,  savoir,  aux  deux  extré- 
mités et  au  milieu,  le  trinôme  ax  -+-  bj  -+-  c  ait  bien  la  valeur  qu'il 
doit  avoir  d'après  l'équation  (2  comparée  à  l'équation  (1),  c'est-a-dire 
qu'il  soit  égal  au  quotient  des  moments  des forces  par  E  p.,  augmenté  de 
l'inverse  -  du  rayon  de  courbure  primitif  en  chaque  point. 

36.. 
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De  cette  manière,  la  courbure  nouvelle  -  sera  ce  quelle  doit  être  à 

ces  trois  points  (sauf  ce  qui  résulte  d'une  différence  insensible  sur  le 
moment  des  forces),  et,  dans  tout  le  reste  de  chaque  partie,  elle  aura 
une  valeur  extrêmement  approchée  de  sa  valeur  véritable,  puisque 
celle-ci  varie  d'une  manière  continue  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  fonc- 
tion du  premier  degré  ax  +  by  -+-  c  des  coordonnées  nouvelles. 

On  conçoit  que  l'on  pourrait  représenter  aussi  cette  quantité  par  un 
polynôme  d'un  degré  supérieur  au  premier,  et  composé  de  manière  que 
la  transformation  des  coordonnées  du  n°  5  puisse  le  réduire  à  ne  con- 
tenir  qu'une  seule  des  deux  coordonnées  nouvelles  :  de  cette  manière 
on  pourrait  poser  la  condition  d'égalité  en  plus  de  trois  points  de  chaque 
partie,  puisqu'on  aurait  plus  de  trois  coefficients  à  déterminer.  Mais  on 
pense  que  le  trinôme  ax  -+-  bj  +  c  donnera  des  approximations  suffi- 
santes, que  l'on  peut  d'ailleurs  rendre  aussi  grandes  qu'on  veut,  et 
dont  on  peut  même  apprécier  le  degré  jusqu'à  un  certain  point,  en  com- 
parant les  résultats  d'une  subdivision  de  la  verge  à  ceux  d'une  subdi- 
vision plus  grande. 

L'emploi  des  formules  de  l'art.  6  suffira  donc,  on  le  croit,  pour  les 
besoins  de  la  pratique  dans  le  cas  général ,  comme  dans  le  cas  particu- 
lier par  lequel  nous  avons  commencé. 
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MÉMOIRE 

SUR    LES   COURBES    DU    TROISIÈME    ORDRE; 

Par  M.  A.  CAYLEY  (de  Cambkidùk  . 


Considérons  d'abord  la  surface  du  troisième  ordre  qui  passe  par  les 
six  arêtes  d'un  tétraèdre  quelconque.  Cette  surface  sera  touchée  selon 
chaque  arête  par  un  seul  plan;  je  dis  que  :  «  les  plans  tangents  selon 
»  les  arêtes  opposées,  se  rencontrent  en  trois  droites,  qui  sont  dans 
»  le  même  plan,  et  que  chacune  de  ces  droites  est  située  entièrement 
»  sur  la  surface.  » 

En  effet,  si  nous  représentons  par  P  =  o ,  Q  =  o.  R  =  o,  S  =  o, 
les  équations  des  quatre  plans  du  tétraèdre,  et  par  a,  S,  y,  c?  des  con- 
stantes arbitraires,  l'équation  de  la  surface  ne  peut  avoir  que  la  forme 

aQRS  +  êPRS  +  yPQS  4-  a'PQR  =  o. 

Soient  p,  (&.  "tt,  £>  ce  que  deviennent  les  quantités  P,  Q,  R,  S,  quand 
on  change  les  coordonnées  x, y,  z  en  de  nouvelles  variables  :,  r.  Ç: 
l'équation  du  plan  tangent  se  réduit  facilement  à  la  forme 

($)  -  P)(gRS  +  -/QS+  <?QR)+  («*-Q)(aRS  +  '/PS  +  *PR 
-  -U-R)(*QS  -4-  SPS  +■  <?PQ ;  -+-  (S  — S)  >QR  -h  6PR  -+-  y PQ  =  o. 

Soient  P  =  o.  Q  =  o;  cette  équation  devient 

g|)  -fa®  =  o; 

et  de  même,  si  R  =  o,  S  =  o,  l'équation  devient 

**+  ySS  =o. 

De  ces  équations  on  déduit  les  deux  suivantes  : 

a«ûti£  +  ?yi\%  +  yf«a£  +  ;|ieti  =  o. 

t.  *        s  7 
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On  conclut  de  la  première,  que  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
tangents  est  située  sur  la  surface;  et  de  la  seconde,  que  cette  droite  est 
dans  un  même  plan  ,  quelles  que  soient  les  deux  arêtes  opposées  par 
lesquelles  on  a  mené  les  deux  plans  tangents.  Ainsi  le  théorème  est  dé- 
montré. 

En  considérant  une  section  quelconque  de  cette  surface,  ou  même 
en  supposant  que  P,  Q,  R,  S  ne  contiennent  que  deux  variables  x,  y, 
nous  avons  ce  théorème  : 

«  Étant  donnée  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe  par  les 
»  six  points  d'intersection  de  quatre  droites,  les  tangentes  à  la  courbe 
»  en  ces  six  points  se  rencontrent  deux  à  deux  en  trois  points  qui 
»  sont  les  points  d'intersection  de  la  courbe  par  une  droite.  Les  tan- 
<>  gentes  qui  doivent  être  prises  ensemble  sont  les  tangentes  en  deux 
»  points  A,  A',  tels  que  A  est  l'intersection  de  deux  des  quatre  lignes 
»  données,  et  A'  l'intersection  des  deux  autres  lignes,  points  que  l'on 
»   peut  nommer  opposés. 

"  De  même ,  si  une  courbe  du  troisième  ordre  passe  par  cinq  de  ces 
»  points,  de  telle  manière  que  l'intersection  des  tangentes  à  la  courbe 
»  en  deux  points  opposés  soit  située  sur  la  courbe,  la  courbe  passe 
»  par  le  sixième  point,  et  par  les  points  d'intersection  des  tan- 
»   gentes  menées  par  les  deux  autres  paires  de  points  opposés.    » 

A  présent,  posons  une  courbe  quelconque  du  troisième  ordre  et 
deux  points  A,  A'  sur  la  courbe,  tels  que  les  tangentes  en  ces  deu\ 
points  se  rencontrent  sur  la  courbe  (cela  suppose  que  la  courbe  est  de 
la  sixième  ou  quatrième  classe,  et  non  pas  de  la  troisième;.  Un  autre 
point  B  sur  la  courbe,  étant  pris  à  volonté  ,  les  droites  AB,  A'B  rencon- 
trent la  courbe  en  H  et  h;  et  les  droites  A/?,  A 'H  se  rencontrent  en  un 
point  B'  situé  sur  la  courbe.  Les  tangentes  en  B,  B',  et  de  même  les  tan- 
gentes en  H,  //  se  rencontrent  sur  la  courbe  en  deux  points  qui  sont  en 
ligne  droite  avec  le  point  d'intersection  des  tangentes  en  A  et  A'. 

On  peut  dire  que  les  deux  points  B,  B',  ou  les  deux  points  H,  h , 
sont  une  paire  de  points  correspondante  à  la  paire  A,  A'.  Les  deux  paires 
B,  B' et  H,  h,  sont  évidemment  correspondantes  l'une  à  l'autre,  et, 
de  pins.  A.  A'  correspond  à  ces  deux  paires,  de  la  même  manière 
(pie  !i.  //  correspond  a  A.  A',  et  B,  B';  de  sorte  que  l'on  peut  dire  que 
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les  trois  paires  A,  A';  B,  B';  H,  h  sont  supplémentaires  l'une  aux  deux 
autres. 

Soit  C,  C  une  autre  paire  de  points  correspondante  à  A,  A'  ;  je  tlis 
que  B,  B'  et  C,C  sont  des  paires  correspondantes  l'une  à  C  autre;  et,  de 
plus,  si  d'un  point  P  quelconque  de  la  courbe,  l'on  mène  des  lignes  aux 
points  A,  A',  B,  B',  C,  C,  ces  lignes  Jorment  un  faisceau  en  involution. 

En  effet,  considérons  six  points  quelconques  A,  A',  B,  B'.  C,  C  dans 
le  même  plan,  et  représentons  par^,  g,  h  les  points  d'intersection  de 
BC  et  B'C,  CA'  et  C'A,  AB'  et  A'B,  et  par  F,  G,  H  les  points  d'inter- 
section de  CB  et  C'B',  CA  et  C'A',  AB  et  A'B'.  Nous  allons  faire  voir  que 
le  lieu  d'un  point  P  qui  se  meut  de  telle  manière  que  les  lignes  menées 
aux  points  A,  B,  C,  A',  B',  C  forment  toujours  un  faisceau  en  involu- 
tion, est  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe  par  ces  six  points,  et 
aussi  par  les  points _/",  g,  h,  F,  G,  H. 

Soient  a,  a',  g,  g',  y,  y'  les  tangentes  trigonométriques  des  inclinai- 
sons des  lignes PA,  PA',  PB,  PB',  PC,  PC,  sur  une  ligne  fixe  quelconque 
que  l'on  peut  prendre  pour  l'axe  des  oc.  Pour  que  ces  lignes  forment 
un  faisceau  en  involution ,  nous  devrions  avoir  la  relation 

c/.rj.'  (g-j-  g'—  y  —  y')  +  gg' (y  +  y'  —  a  —  a!)  -+-  yy'(a  +  a'  —  g  —  ê'ï  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  à  la  même  chose,  l'une  quelconque  des  quatre 
équations 

(a  -  g')  (g  -  y')  (y  -  a')  +  (a'  -  g  )  (g'  -  y)  (y'  -  a  )  =  o. 
(a'_g')(g  -yc)(7_a')  +  (a  _g)(g'_7)(7'_a')  =  o, 
(a'-g)(g'-/)(y-a')  +  (a'-g')(g-y)(y'-a)  =  o, 

(a'-  g  )  (g'  -  y')  (y  -  a)  +  {a  -  g')  (g  _  y)  (y'  _  a'j  -  o. 

Soient  xP,  rP,  JCA,  j\,  etc.,  les  coordonnées  de  P,  A, 

/p    y  a 


o  = 


-Ta 

y»   y a     y?    y^ 


(PAir, 


en  représentant  par  Œ\AB'),  etc.,  les  quantités  telles  que 
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L'équation  de  la  courbe  peut  donc  se  mettre  sous  l'une  quelconque 

des  quatre  formes 

PAB'  .PBC  .PCA'  +  PA'B.PB'C.PC'A  =  o, 
PA'B'.PBC'.PCA  +  PAB  .PB'C.PC'A' =  o, 
PAB  .PB'C'.PCA'  +  PA'B'.PBC  .PCA  =  o, 
PA'B  .PB'C'.PCA  +  PAB'  .PBC  .PCA'  =  o, 

qui  sont  du  troisième  ordre.  La  première  fait  voir  que  la  courbe  cher- 
chée passe  par  les  neuf  points  A,  B,  C,  A',  B',  C,f,  g,  h.  La  troisième 
ou  la  quatrième  fait  voir  qu'elle  passe  de  plus  par  le  point  F  ;  la  qua- 
trième ou  la  seconde,  qu'elle  passe  par  le  point  G;  la  seconde  ou  la 
troisième,  qu'elle  passe  par  le  point  H.  Ainsi  la  courbe  passe  par  les 
douze  points  A,  B,  C,  A',  B',  C,f,  g,  h,  F,  G,  H. 

On  peut  remarquer  qu'une  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe  par 
dix  quelconques  de  ces  points,  ou  même  par  neuf  quelconques,  pourvu 
que  nous  exceptions  les  combinaisons  de  A,  B,  C,  A',  B',  C,  avec  y, 
:;,  h,  ouf,  G,  H,  ou  F,  g,  H,  ou  F,  G,  h,  ne  peut  être  que  la  courbe 
que  nous  venons  de  trouver.  On  peut  aussi  remarquer  en  passant  que 
si  A,  A',  B,  B',  C,  C  sont  les  points  d'intersection  de  quatre  droites, 
l'équation  ci-devant  trouvée  est  satisfaite  identiquement,  de  sorte  que 
la  position  du  point  P  est  absolument  arbitraire.  Cela  étant  connu,  je 
ne  m'arrête  pas  pour  le  démontrer. 

Bevenons  au  cas -d'une  courbe  donnée,  avec  trois  paires  de  points 
\.  A'.  B,  B',  C,  C,  comme  auparavant,  tels  que  B,  B'  et  C,  C  sont  des 
paires  correspondantes  à  A,  A'.  Les  points  A,  B,  C,  A',  B',  C.  G,  g,  H,  // 
sont  situés  sur  la  courbe;  ainsi  F,  y  sont  aussi  sur  la  courbe  (c' est-a- 
dire  que  B,  B'  et  C,  C  sont  des  paires  correspondantes),  et  les  lignes 
menées  par  un  point  P  quelconque  de  la  courbe  et  les  points  A,  B,  C. 
A',  B',  C  forment  un  faisceau  en  involution  :  théorème  ci-devant 
énoncé. 

Considérons  une  courbe  du  troisième  ordre,  de  la  quatrième  classe 
c'est-à-dire,  telle  que  d'un  point  quelconque  on  ne  peut  lui  mener  que 
quatre  tangentes).  D'un  point  sur  la  courbe,  indépendamment  de  la 
tangente  en  ce  point,  on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes.  Prenons 
les  deux  points  R,  L  sur  la  courbe,  et  menons  les  tangentes  RA,  RA', 
LB,  LB'  touchant  la  courbe  en  A,  A',  B.  B'.  Il  est  clair  qu'en  ce  cas 
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À,  A'  et  B,  B'  sont  des  paires  correspondantes  de  points.  Mais  le  cas 
général  où  la  courbe  est  de  la  sixième  classe  est  moins  simple.  Con- 
sidérons, en  efiet,  pour  une  telle  courbe,  les  huit  points  A,,  A2,  A3, 
A,  et  B, ,  B2,  B3,  B4  de  contact  des  tangentes  menées  par  les  deux  points 
K  et  L.  En  choisissant  A ,  A'  et  B  de  quelque  manière  que  ce  soit , 
parmi  les  points  A,,  A2,  A3,  A4  et  Bt,  B2,  B3,  B4  respectivement,  le 
point  B',  qui  doit  entrer  dans  cette  dernière  série,  ne  peut  pas  être 
choisi  à  volonté ,  mais  est  parfaitement  déterminé.  En  désignant  con- 
venablement les  points  B,  on  peut  toujours  supposer  que  les  paires 
correspondantes  soient  A, A2  ou  A3A4  avec  B,B2  ou  B3B4  î  A,A3  ou  A2A4 
avec  B,B:)  ou  B2B4;  A,A4  ou  A2A3  avec  B,B4  ou  B2B3.  Cela  suppose  que 

A(Bt,  A2B2,  A3B3,  A4B4;     A,B2,  A2B,,  A3B4,  A4B3  ; 
A,B3,  A3B(,  A2B4,  A4B2;     A2B4,  A4B„  A2B3,  A3B2, 

se  rencontrent,  chaque  système,  clans  le  même  point.  11  faut  expliquer 
avec  plus  d'évidence  la  corrélation  de  ces  huit  points. 

Imaginons  les  six  points  A,  A';  B.  B';  C,  C,  tels  que  AA',  BB',  CC'se 
rencontrent  dans  le  même  point.  Formons,  comme  auparavant,  le 
système  de  points  y,  g,  h,  F,  G,  H.  Les  propriétés  de  ce  système  de 
douze  points  sont  très-nombreuses.  Non-seulement  F,  G,  H  ;  F,  g,  h; 
f,  G,  h;f,  g,  H  sont  en  ligne  droite;  mais,  en  outre,  les  trois  droites  de 
chacun  des  onze  systèmes  que  voici  se  rencontrent  dans  le  même  point  : 

A/,   Bg,  Ch;  A'/,  B'g,  Ch; 

AA',  Gg,  HA;  BB',  Rh,  F/;  CC.  ¥j,    Gg; 

A'f,  BG,  CH;  B'g,  CH,  AF;  Ch,  AF,  BG; 

kf,  B'G,  CH;  Bg.  CH,  A'F;  Ch,  A'F,  B'G. 

Cela  est  connu,  je  crois;  au  reste,  pour  le  démontrer,  considérons 
un  parallélipipède,  tel  que  gj,  GF,  AB,  A'B'  en  soient  quatre  arêtes 
parallèles,  les  autres  arêtes  parallèles  étant  gA,  A'G,/B,  B'F;  gA'. 
\'G,  B/j  B'F.  Soient  H  le  point  de  rencontre,  à  l'inhni,  du  premier 
système  d'arêtes  parallèles;  C  et  C  les  points  de  rencontre,  à  l'infini, 
des  arêtes  des  second  et  troisième  systèmes  respectivement;  h  le  point 
de  rencontre  des  quatre  diagonales  du  parallélipipède;  faisons  la 
perspective  de  ce  système,   désignant  chaque  point  de  la  projection 

Tome  IX.  —  Août  18^4-  7 
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par  la  même  lettre:  l'on  voit  sans  peine  que  la  figure  plane,  ainsi  ob- 
tenue, a  les  propriétés  en  question.) 

A  présent ,  en  examinant  la  figure,  on  voit  qu'il  est  permis  de  prendre 
pour  A,,  A2,  A3,  A4  les  points  A,  A',  F,f,  et  pour  B, ,  B2,  B3,  B,  les 
points  B,  B',  G,  g,  pour  que  les  systèmes  A,,  A2,  A3,  A4;  B,,  B2,  B3,  B4 
aient  la  corrélation  ci-devant  trouvée.  Le  système  C,  C,  H,  h  est  sup- 
plémentaire à  ces  deux-ci. 

Toutes  les  propriétés  que  je  viens  de  trouver  sont  telles  qu'il  y  a  a 
chacune  une  propriété  correspondante  que  l'on  peut  obtenir  par  la 
théorie  des  polaires  réciproques.  Nous  avons  ainsi  des  propriétés  non 
moins  intéressantes  des  courbes  de  la  troisième  classe  et  du  sixième 
ou  quatrième  ordre. 

En  prenant  pour  la  courbe  du  troisième  ordre  l'ensemble  d'une  sec- 
tion conique  et  d'une  droite,  pour  que  les  tangentes  en  A,  A'  se  ren- 
contrent sur  la  courbe,  il  faut  que  A.  A'  soient  situées  sur  la  section 
conique  de  telle  manière  que  AA'  passe  par  le  pôle  de  la  droite  a 
l'égard  de  la  conique.  Alors  B,  B';  C,  C  étant  pris  de  la  même  ma- 
nière, BC,  B'C  et  BC,  B'C  se  rencontrent  sur  la  droite. 

Les  lignes  tirées  d'un  point  P  quelconque  de  la  conique,  ou  de  la 
droite  à  A,  B,  C;  A',  B',  C,  forment  un  faisceau  eninvolution. 

Le  premier  théorème  et  la  première  partie  du  second  sont  très-bien 
connus  ;  je  ne  sais  s'il  eu  est  de  même  de  la  dernière  partie  de  ce  théo- 
rème. 


ADDITION. 

La  droite  PP',  menée  par  deux  points  P,  P'  d'une  courbe  du  troisième 
ordre,  qui  correspondent  toujours  à  une  paire  correspondante  donnée 
de  points  A,  A',  est  toujours  tangente  à  une  certaine  courbe  de  la  troi- 
sième classe. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  imaginons  une  paire  fixe  B,  B'  de 
points  qui  corresponde  à  la  paire  donnée  A,  A'.  Soient  P  =  o,  Q  —  o. 
R  =  o,  S  =  o  les  équations  des  lignes  qui  joignent  A,  A'  avec  B,  B'; 
l'équation  de  la  courbe  donnée  du  troisième  ordre  peut  se  mettre  sous 
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la  forme 

On  peut  toujours  supposer,  sans  perte  de  généralité,  que  l'équation 
(2)  p  +  Q+R_,_S  =  o 

soit  identiquement  vraie,  car  chaque  équation  de  la  forme  P  =  o  peut 
être  censée  contenir  une  constante  arbitraire  qui  en  multiplie  tous  les 
termes. 

Donc ,  en  faisant 

P  +  R  =  9,  P  =  9  —  R, 

on  peut  toujours  supposer 

Q+  S=  -0,     Q  =  —  G-  S, 

et  l'équation  de  la  courbe  se  transforme  en 

&  ^=r  -  ÔTS  +  R  +  S  =  °' 

ce  que  l'on  peut  écrire  aussi  sons  la  forme 

,n  8  +  Q+l+fQS        — 8  +  ivp+v  +  p)R 

W  (9+*R)(8  +  fiR)  "^  (_6-HvS)(—  e-f-pS) 

en  déterminant  convenablement  les  constantes  X,  p.,  v,  p.  En  effet,  en 
réduisant ,  les  deux  équations  deviennent  identiques  au  moyen  des 
quatre  conditions 

!â  =  —  £X/x,      7  =  —  kvp. 
à  —  S  =  k\[i{vp  -4-  -v  -+-  p ), 
v  y  —  a—  kvpÇkfi  ■+-  X  -I-  a  • 

où  À- est  une  quantité  arbitraire,  de  manière  que  des  quantités  X,  p, 
v,  p,  il  y  en  a  une  seule  qui  peut  être  prise  à  volonté. 

De  l'équation  (4)  l'on  déduit  tout  de  suite  cette  autre  forme 

fK\  _ l_  r>£±i)  -  x(ft+in  ,  _l_  rp(y+o  _  i(l±jl)1  =  o- 

W      p—xLe  +  XR  S  +  fiJ  p-»[-M  — 8  +  pSj 

et  de  là ,  nous  voyons  que  les  points  donnés  par  les  deux  systèmes 

37.. 
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d'équations 

»  -+-  XR  =  o,      —  Ô  -h  vS  =  ( 


(7) 

1  (Ô  -+-/xR  =  o,      -  Ô  +  pS  =  o), 

correspondent  toujours  J'un  à  l'autre  et  aux  points  donnés  par  les 
deux  systèmes 

(8)  ((*=».     R  =  °)> 

I  (0  =  o,      S  =  o), 

c'est-à-dire  aux  points  A,  A'. 

On  trouve  assez  facilement  pour  l'équation  de  la  droite  menée  par  les 
points  déterminés  par  les  deux  systèmes  (7),  points  que  l'on  peut 
prendre  pour  P  et  P', 

(9)  ({**  -  joX)0  +  Xju(v  -  p)  R  -+-  vp  (X  -  jx)  S  =  o, 
ou 

(10)  G9  +  AR  +  BS  =  o, 
en  faisant 

(11)  />A  =  X,u(v-p), 
(  /»B  =  vp  (X  — ft). 

Éliminons  des  équations  (5)  et  (1 1)  les  cinq  quantités  X,  /x,  v,  p,  p.  Pour 
opérer  de  la  manière  la  plus  élégante,  formons  d'abord  les  équations 
identiques 

[[iv  -  pX  —  vp  (X  -  p)]  (v  -  p)  (Xp  +  X  4-  p,) 
,    [p-pX  +  Xp.(v-  p)](X-p)(v/j  +  v  -f-p) 
\  =  (vX  _w)[>fl(v-.p)_vp(X-/t)+9a»v-fX)], 

Xp  (  v  -  p)2  -  vp  (X  -  (u)2  =  (ya>  —  pX) .  (  Xv  -  p.p), 
ce  qui  donne 


A.(C  -  R)  (7  -  a)  ■+■  R.(C  +  A)  (0"  -  g) 
A*7  -  B*<?  =  -  -  Xpp.(vX  -  fxp)  C, 


(i3)  ?  =  r>  ¥VP •  (v*  -  H>)  (aC  -r-  A  -  B) , 
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et  de  là 
(i4) 


C.[A.(C  -  B)  (y  -  a)  +  B.(C  +  A)  (c?  -  êj  ] 
+  (aC  +  A  -  B)  (A27  -  B2<?) 

ou,  toute  réduction  faite, 

j  A(A  +  C)(A-4-C-By)  +  B.(C-B)(A  +  B-Cc?)l   _ 
i  -  AC.(C-Ba)-BC(C  +  Aê)j  ~  °; 

et  puisque  cette  équation  est  du  troisième  ordre  à  l'égard  des  quan- 
tités A,  B,  C,  il  est  évident  que  la  ligne  donnée  par  l'équation  (10)  est 
toujours  tangente  à  une  certaine  courbe  de  la  troisième  classe.  En  sup- 
posant y  =  o ,  c?  =  o,  ce  qui  réduit  la  courbe  du  troisième  ordre  aux 
lignes  R  =  o,  S  =  o,  (S  —  a) 6  —  êR  —  aS  =  o,  l'équation  (1 5)  se 
partage  dans  les  deux  équations 

(16)  C  =  o,     A  (C  -  B)  a  +  B  (C  -+-  A)  S  =  o, 

et  la  courbe  de  la  troisième  classe  se  réduit  au  point  (R  =  o,  S  =  o) 
et  à  une  conique.  Cela  est  un  théorème  connu  ,  car  l'on  sait  bien  que 
si  A,  A',  sont  des  points  quelconques  sur  deux  droites  données  a,  a', 
et  B,  B'  deux  autres  points  déterminés,  sur  ces  droites,  de  manière  que 
l'intersection  des  lignes  AB',  A'B  soit  toujours  sur  une  ligne  droite  don- 
née, les  deux  lignes  a,  a!  sont  divisées  homographiquement,  B,  B'  étant 
deux  points  correspondants  ;  et  de  plus,  que  la  ligne  qui  unit  les  points 
correspondants  de  deux  lignes  divisées  homographiquement ,  est  tou- 
jours tangente  à  une  certaine  conique.  Quant  au  point  d'intersection 
des  lignes  a,  a',  que  nous  venons  de  trouver,  comme  formant  avec  la 
conique  une  courbe  de  la  troisième  classe ,  on  observera  que ,  dans 
notre  théorie,  non-seulement  les  points  des  lignes  a,  a!  se  correspon- 
dent, mais  que  le  point  d'intersection  des  lignes  a,  a'  correspond  à 
tous  les  points  de  la  troisième  droite.  La  conique  touche  ks  deux 
droites  a,  a';  cela  n'a  pas,  je  crois,  d'analogie  dans  la  théorie  géné- 
rale. 
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Sur  une  équation  différentielle  à  indices  fractionnaires; 
Par  M.  BESGE. 


Soient  m.  n,  p,  q  des  fonctions  de  x,  et 


d'y  dy  d7r 

dx  *  <fx  ' 


l'équation  proposée.  Si  l'on  a 


dm 

- h  mn  —  p  =  o. 

dx  ' 


on  pourra  ramener  cette  équation  à  la  suivante 


d'y 

dx* 


où  z  désigne  l'intégrale  de 


£+nz=qt 


et  qui  s'intègre  dans  un  grand  nombre  de  cas,  par  exemple  si  ///  est 
une  constante  ou  une  fonction  linéaire  de  x. 
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NOTE 

Sur  quelques  nouveaux  caractères  propres  à  reconnaître  iima- 
ginarité  de  deux  racines  d'une  équation  numérique,  situéei 
entre  des  limites  données; 

Par  R.  LOBATTO, 

Professeur  de  Mathématiques  à  l'Académie  royale  de  Délit. 


L'illustre  auteur  de  l' Analyse  des  équations  déterminées  a  déduit 
directement,  à  l'aide  de  considérations  géométriques,  une  règle  bien 
simple  pour  juger  de  la  nature  de  deux  racines  d'une  équation,  com- 
prises entre  les  limites  données  a  et  /3.  Cette  règle,  qui  sans  doute  au- 
rait été  moins  facile  à  découvrir  par  la  seule  analyse,  suppose,  comme 
l'on  sait ,  que  l'équation  proposée 

J\x)  =  o 

n'ait  que  deux  racines  entre  x  =  a  et  x  =  f3;  que  l'équation 


df\*) 


dx 

ait  une  seule  racine,  et  que  celle 
d*f{x) 


ou 


/'(*);= 


dx- 


ou    j  "  (x)  —  o 


n'en  présente  aucune  dans  le  même  intervalle  (a,  (3);  ce  qui  revient  à 
supposer  que  l'arc  de  courbe  représenté  par  l'équation 

y  ='/(*)> 

et  limité  par  les  ordonnées  qui  correspondent  aux  abscisses  a  et  (3 , 
n'ait  aucun  point  d'inflexion,  mais  seulement  un  point  où  la  tangente 
devient  parallèle  à  l'axe  des  x ,  et  dont  l'ordonnée  acquiert  par  con- 
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séquent  une  valeur  maximum  ou  minimum.  (Voyez  PI.  IT,Jig.  1. 
2,  3,  4.) 

Soient  PM,  P(M,  (Jig.  1,  2)  deux  ordonnées  représentées  par  f(a), 
/(/3);  Mt,  M,t,  les  sous-tangentes  des  points  P,  P,  de  la  courbe,  ayant 

pour  valeurs  numériques  j^,  j^    Il  est  évident  que  cet  arc   de 

courbe  ne  pourra  être  coupé  par  l'axe  des  se  en  deux  points  a.  a,, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  l'équation 

f(x)  =  o 

ne  pourra  avoir  deux  racines  réelles  entre  a  et  /S,  à  moins  que  ces  li- 
mites ne  satisfassent  à  l'inégalité 

/»^/'(p)  <  P       a' 

abstraction  laite  des  signes;  d'où  l'on  est  en  droit  de  conclure,  que  si 
l'équation 

f(x)  =  o 
donne,  au  contraire, 

$J  + /$=„>„_., 

ce  sera  un  indice  certain  de  l'imaginarité  des  deux  racines  indiquées 
dans  l'intervalle  (a,  |3).  dette  circonstance  est  d'ailleurs  confirmée  géo- 
métriquement dans  les  y/g.  3,  4?  où  la  somme  des  sous-tangentes  M,*,, 
M.2t2  surpasse  la  différence  M,  M2  des  deux  abscisses. 

Tel  est  le  caractère  indiqué  par  Fourier  pour  s'assurer  que  deux  ra- 
cines manquent  entre  les  limites  y.  et  (3,  lorsque  les  deux  suites 

/<'»>(«  /<"->).../<>) /<'n«)/(,,(a) /H 
(0  /'n(/3)ym  '  P)-fm{P)f"   f3)/'(/3)/(/3), 

offrent  une  perte  de  deux  variations,  pourvu  qu'en  omettant  les  deux 
derniers  termes,  ces  suites  présentent  le  même  nombre  de  variations. 
On  sait  d'ailleurs  que  les  termes  de  chaque  suite  ont  un  rapport  déter- 
miné avec  les  coefficients  des  équations  transformées  en  {se  —  a)  et 
{x  —  |3),  de  sorte  qu'on  peut  se  servir  également  de  ces  coefficients 
dans  l'examen  dont  il  s'agit. 
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Quelque  simple  que  soit  l'application  numérique  de  la  régie  due  au 
susdit  géomètre,  il  faut  convenir  cependant  que  cet  avantage  diminue 
beaucoup  par  la  nécessité  où  l'on  se  trouve  très-souvent  de  remplacer 
successivement  les  deux  limites  a,  B  par  deux  autres  plus  rapprochées, 
et  de  calculer  en  conséquence  les  valeurs  de  f{x)  et  f"x)  relatives  à 
ces  nouvelles  limites.  En  effet,  puisque  l'inégalité 

/»+/'(W<,J       " 

exprime  seulement  une  condition  et  non  pas  un  caractère  exclusif 
pour  la  réalité  des  deux  racines  situées  entre  a  et  B,  il  peut  arriver  que 
l'inégalité  précédente  soit  vérifiée  même  dans  le  cas  de  deux  racines 
imaginaires,  ainsi  que  l'indiquent  les  Jîg.  3,  f\,  où  la  somme  des 
sous-tangentes  aux  points  P,  P3  reste  inférieure  à  la  différence 
des  deux  abscisses.  Cette  circonstance  tient,  comme  l'on  voit,  à  ce 
que  les  limites  a,  S  ne  sont  pas  encore  assez  voisines  pour  vérifier  la 
règle  en  question,  et  c'est  alors  qu'il  devient  nécessaire  d'y  soumettre 
une  ou  plusieurs  limites  intermédiaires,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  assuré 
de  l'imaginarité  des  deux  racines,  ou  de  leur  réalité  dans  le  cas  d'un 
changement  de  signe  dans  la  valeur  cle^  (x). 

L'objet  principal  de  la  présente  Note  est  de  faire  voir  qu'en  s'ap- 
puyant  sur  les  principes  établis  par  Fourier  même,  on  peut  parvenir  à 
d'autres  caractères  propres  à  s'assurer  plus  pomptement  de  l'imagina- 
rité des  racines  comprises  dans  l'intervalle  (a,  ,3  ;,  et  l'on  doit  s'étonner, 
en  effet,  qu'ils  aient  pu  échapperai!  géomètre -à  qui  l'analyse  des  équa- 
tions est  redevable  de  tant  de  belles  et  profondes  recherches. 

Considérons,  à  cet  effet,  un  point  intermédiaire  p,  (Jîg.  S)  peu  éloi- 
gné du  point  p  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  x.  Nommons 
a  +  ù  l'abscisse  Om,  du  point pt.  qui  représentera  alors  une  valeur  ap- 
prochée de  la  racine  a'  de  l'équation 

f'(x)  =  o. 

Cette  valeur  sera  >  ou  <  a',  selon  que  p,  sera  pris  à  droite  ou  à  gauche 
de  p.  Or,  l'inspection  de  la  figure  indique  de  suite  que  si .  dans  le  pre- 
mier cas,  les  points  P  et  p,  sont  assez  voisins  pour  que  la  sous-tangent» 
Mï  égale  ou  surpasse  la  distance  Mm,  =  o\  il  en  résultera  pourcarac- 

Torr.e  IX.  —  Aolt  1844.  38 
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tere  d'imaginante  des  racines 

et  si,  clans  le  second  cas,  la  sous-tangente  M(£,  égale  ou  surpasse  la 
distance  M,m,,  on  aura,  pour  second  caractère  semblable, 

m.  =  oll  >  jS  _  *  _  <?, 

ou  bien 

m  +  *  =  °"  >  »  -  "■ 

Quant  à  la  valeur  de  <?,  on  peut  la  déduire  des  formules  données  par 
l'approximation  newtonienne  ou  linéaire,  et  discutées  avec  soin  par 
Fourier,  dans  le  livre  de  son  ouvrage  cité. 

Il  résulte  d'abord  de  cette  discussion  que  les  formules 

a  _  m    «  _  fim 

/*(■)'    '     /"(P)' 

expriment  deux  valeurs  approchées  delà  racine  de  l'équation 

/'(*)=  o, 

comprise  entre  a  et  j3,  mais  qui  seront  chacune  trop  fortes  ou  trop 
faibles,  selon  quey  [x)  etj  x  se  trouveront  affectées  de  signes  con- 
traires ou  de  mêmes  signes. 

Admettons  d'abord  le  premier  cas.  Il  viendra  alors  pour  ci*  les  deux 
valeurs 

d'où  résultent  les  caractères  d'imaginante 


/'(a)"  "/"(a)' 


ou  bien 

fal  f®    -u/,(^  -    on    ->   fi         a 
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abstraction  faite  des  signes.  Dans  le  second  cas.  on  obtiendra  de  la 


même  manière 


(3) 


7W)+.T(^-  ou  >^-a' 

}  ÛÏL  _,_  fi      „       -HP)  _  m,   -v  s  _  „ 
1/1^""      fl"  ou  >(         ' 


•  m 


ljien 


(4)  ^  -    ou    >  ^M 

Voilà  donc  quatre  nouveaux  caractères  qui  pourront  servir  d'auxi- 
liaires à  celui  de  Fourier,  toutes  les  fois  qu'on  ne  pourra  distinguer  par 
ce  dernier  la  nature  des  racines  sans  recourir  à  des  limites  intermé- 
diaires. 

On  remarquera  que  (1)  et  (a)  ne  diffèrent  de  (3)  et  (4)  que  par  le 
changement  de  a  en  |3;  on  pourrait  donc  se  borner  aux  deux  premiers, 
en  ayant  soin  d'y  remplacer  la  première  limite  par  la  seconde  [*]. 

Mais  on  peut  obtenir  encore  d'autres  caractères  semblables  aux 
précédents.  Observons,  à  cet  effet,  ainsi  qu'il  a  été  prouvé  par  Fourier. 
que  si  les  valeurs  approchées 


/"(«)'      r      /"(fi)' 
sont  trop  fortes,  celles-ci 

„  ■  /'M     c    s  m 

seront  au  contraire  trop  faibles ,  et  réciproquement.  Donc,  en  raison- 
nant comme  ci-dessus,  on  trouvera  encore,  par  une  simple  permuta- 


f*l  Je  dois  avertir  ici  que  les  caractères  (1),  (4)  ont  déjà  été  indiqués  par  moi  dans 
1111  Mémoire  avant  pour  titre  :  Recherches  sur  la  distinction  des  racines  réelles  et  imagi- 
naires dans  les  équations  numériques,  etc.,  et  publie  à  la  Haye  en  i843-  Mais  les  con  - 
sidérations  géométriques  qui  m'ont  guidé  dans  ces  recherches  sont  moins  simples  qne 
celles  dont  je  me  suis  servi  maintenant,  et  ne  m'ont  pu  conduire,  en  outre,  aux  autres 
caractères  exposés  dans  la  présente  Note. 
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tion  des  fonctions  f"  (a),  j  "  (  jS), 

f,  f(a)  /'   a.) 

^  =    OU    >  j^. 


/M 

ou    > 

/M    , 

/(P)    , 
/'(P) 

/"(P) 

o  ^Ty-T  +    .„  ,  ;  —   ou   >  jj  —  a, 

/  (a)        /  (a) 

M  fW   -+-   /,(a)   -    on    ->R-o 

(7)  77^+  7^-  ou   >,.       y., 

L'approximation  linéaire  conduit  de  plus  à  la  formule 

(P-a)/(P) 

d'où  l'on  tire 

_   (p -«)/'(«)   _  (P-«)/'(«) 

/'(P)  -/»      /'(P)+/'W 

abstraction  faite  des  signes;  cette  valeur  approchée  étant  trop  grande 
ou  trop  petite,  selon  que  les  signes  des  fonctions/'  (a),/'"  (a)  s'accordent 
ou  non.  Dans  le  premier  cas,  on  sera  assuré,  que  les  deux  racines  sont 
imaginaires  lorsqu'on  trouvera 


/(«).  _   m.    ^  (P  —?/» 


OU 


bien 


(9)  ['+»&  =  .»  >""" 

et  dans  le  second  cas,  lorsqu'on  aura 


c'est-à-dire 


/|=   ou   >?-*-*, 


Mil 


bien 


[-+tm-~>? 
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En  supposant  p  —  a  =  i,  ainsi  que  cela  arrive  le  plus  souvent,  les  deux 
derniers  résultats  se  réduisent  à  ceux-ci 

ta')  l+-CM=   ou>m 

(10)  I+7nH~  ou,>7(P)' 

Nous  venons  ainsi  de  découvrir  en  tout  cinq  différents  caractères 
d'imaginarité,  et  qui  peuvent  être  appliqués  soit  à  la  première,  soit  à 
la  seconde  des  limites  a  et  /3. 

On  pourrait  penser  au  premier  abord  que  le  système  (i),  (2),  (7), 
(8),  (10)  est  seulement  applicable  au  cas  où  les  fonctionsy  (x),  f"(pc) 
diffèrent  de  signe  à  la  première  limite  a,  et  le  système  (3),  (4),  (5),  (6), 
(9)  au  cas  contraire.  Mais  il  faut  observer  qu'en  changeant  x  en  —  x, 
la  seconde  limite  |3  tiendra  lieu  de  la  première,  attendu  que  la  suite 
( —  ]3)  ou  la  transformée  en  —  (oc  —  /3)  offrira  alors  deux  variations  de 
plus  que  la  suite  ( —  a);  et  comme  les  fonctions^'  (x),J'"  (x)  seront  af- 
fectées de  signes  égaux  pour  x  —  ±l  fi ,  lorsqu'elles  présentent  deux 
signes  différents  pour  x  =  ±  a,  il  en  résulte  que  le  second  système 
deviendra  alors  applicable  à  la  limite  (3,  et  que  l'on  pourra,  par  consé- 
quent, se  servir  indifféremment  de  l'un  et  de  l'autre  système  de  carac- 
tères. 

N'oublions  pas  de  faire  remarquer  encore  que  nos  résultats  étant 
fondés  sur  les  formules  de  l'approximation  linéaire,  supposent  néces- 
sairement que  chacune  des  fonctions/""  (x),  j  '"  (x)  conserve  son  signe 
dans  l'intervalle  «,  jS).  Il  faudra  donc,  avant  de  les  appliquer,  s'assu- 
rer, à  laide  des  suites  (a)  et  (|3),  ou  du  théorème  de  Bndan,  si  cette 
condition  est  remplie. 

Si  la  différence  fi  —  a  ne  surpasse  pas  l'unité,  il  arrivera  rarement 
qu'il  faille  recourir  à  des  limites  intermédiaires,  pour  s'assurer  de 
l'imaginante  des  deux  racines. 

Si,  au  contraire,  cette  différence  s'élève  à  un  nombre  m  d'unités,  et 
qu'aucun  des  caractères  n'ait  pu  faire  reconnaître  la  nature  des  racines, 
on  prendra  alors  pour  limites  plus  rapprochées  deux  nombres  entiers 
a!  et  a'  +  j  ,  comprenant  une  racine  de  l'équation 

/'  x)  =  o. 
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Je  rapporterai  maintenant  quelques  exemples  propres  à  faire  appré- 
cier l'utilité  des  caractères  auxiliaires,  ci-dessus  obtenus. 
Considérons  d'abord  l'équation 

f(x)  =  x4  -+-  8x3  -+-  io.r2  —  18 x  ■+-  5,5  =  o. 

La  transformée  en  {x  —  i)  ayant  pour  coefficients 

i  +  12  -+-  4o  -+-  3o  +  6,5, 

il  en  résulte  que  deux  racines  sont  indiquées  entre  o  et  i  ;  que  l'équa- 
tion 

f'{x)  =  o 

n'a  qu'une  seule  racine,  et  que  l'équation 

/"  <-r;  =  ° 

n'en  a  aucune  entre  ces  limites  [*].  La  proposée  satisfait  ainsi  aux  con- 
ditions exigées  pour  l'application  de  la  règle  de  Fourier,  et  donne,  a 
cet  effet, 

/(a)  =  5,5,     /'(a)=    -  ,8,    /(/3)  =  6,5,    J'({ï)  =  3o. 

Or.  puisqu'on  a 

5,5        6,5 

T8    +lto   <  U 

On  est  encore  incertain  si  les  racines  sont  réelles  ou  imaginaires.  Es 
savons  donc  une  limite  intermédiaire  o,5;  il  viendra,  pour  les  coeffi 
cie.nts  de  la  transformée  en  (x  —  o,5), 

i  -+-  io  +  a3,5  —  i,5-4-  o.o6u5, 

d'où  l'on  voit  que  les  racines  devront  être  cherchées  entre  o,5  et  i,  La 
règle  dont  il  s'agit  est  encore  insuffisante  pour  juger  de  leur  nature. 


[*]  Les  coefficients  d'une  transformée  en  (x — a.  s'obtiennent  très-proraptement  à 
l'aide  d'un  algorithme  de  calcul  dû  au  géomètre  anglais  Horner,  que  nous  avons  ex- 
plique dans  notre  Mémoire  cité,  et  qui  comprend  celui  de  Rudan.  comme  un  cas  parti- 
culier. 
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attendu  que 

0,062       6,5  F 

— f — 1-  -à-  <  o,5. 

1,0  3o  ' 

11  faudra  ainsi  recourir  à  une  nouvelle  limite  intermédiaire,  pour  la- 
quelle on  prendra  0,7.  Le  calcul  des  coefficients  de  la  transformée  en 
(a?  —  0,7)  fournit  les  nombres 

1  -+-  11,8  +  29,74  H-  g,  1 3  -t-  0,78; 

d'où  l'on  conclura  que  les  deux  racines  sont  situées  entre  o.5et  0,7. 
Mais  puisque 

0,062        0,98 

on  reste  encore  dans  l'incertitude,  et  l'on  est  obligé  de  recourir  à  une 
troisième  limite  intermédiaire  0,6,  qui  fournira  les  coefficients 

1  -+-  10,4  ■+■  26,56  4-  3,5o  -4-  0,167, 

indiquant  que  les  racines  se  trouvent  entre  o,5  et  0.6.  Mais  leur  na- 
ture reste  encore  indécise,  puisque 

0,06       0,157 


i,5  3,5o 


<  0,1. 


Adoptons  maintenant  une  quatrième  limite  o,55.  On  obtiendra  pour 
les.coefficients  de  la  transformée  y  relative 

1  -+-  10, a  -+-  25,oi4  +  0,925  +  0,0475. 

Les  deux  racines  devront  être  cherchées  entre  o,5  et  o,55;  et  puisque 

— ^_  >  0,o5, 
0,925 

on  est  enfin  assuré  que  les  deux  racines  sont  imaginaires. 

On  voit  que  l'équation  précédente  s'est  trouvée  dans  des  circon- 
stances assez  défavorables  à  l'application  de  la  règle  de  Fourier.  attendu 
qu'elle  a  exigé  le  calcul  relatif  à  quatre  limites  intermédiaires,  avant 
qu'on  ait  pu  prononcer  sur  la  nature  des  racines. 

La  fonction  f"  (x)  conservant  son  signe  entre  o  et  1 ,  nous  pouvons 
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essayer  ici  l'un  des  caractères  auxiliaires.  La  proposée  donne 

■/*(*)  =  ï9i     \f  (P)=  4o. 

Les  deux  premiers  seront  trouvés  insuffisants,  à  cause  de 

5,5  ^  18       5,5        6^5 
■  8    <  20'        18    +    8o    <  '• 

F.e  troisième,  au  contraire,  sera  vérifié,  car  on  a 

6.5        18  „ 

3o  20 

On  est  donc  déjà  assuré  de  l'imaginarité  des  deux  racines,  sans  qu'il 
faille  recourir  à  quelque  nouvelle  limite  intermédiaire. 
Prenons  pour  second  exemple  l'équation 

f(x)  =  x11  +  2.r3  +  28  >z2  —  81  x  +  53  =  o. 

On  trouvera .  pour   les  coefficients  des  transformées  en   [x  —  1  )   et 

x  —  ■?.  . 

t  +    6  +  4°  —  i5  +    3, 
1  +  10  +  64-4-87-4-  35. 

11  s'agit  de  savoir  si  les  deux  racines  indiquées  entre  les  limites  1  et  2 
sont  réelles  ou  non.  On  a 

f[a)=    3,    f'(a)  =  —  i5,    f"{a)—    80, 
/(/3)=35,    /'(/3)=      87,    /"(/3)=i28. 

D'ailleurs  les  fonctions/7  (.r) ,  f"{x),  f"  (x  remplissent  les  conditions 
voulues.  La  règle  de  Fourier  ne  peut  lever  l'incertitude,  a  cause  de 

l'inégalité 

°  3         35 

75+8^<   '' 

de  sorte  qu'il  faudrait  calculer  les  valeurs  de/(.r)  etf'(x)  pour  une 
limite  intermédiaire.  Mais,  en  essayant  le  caractère  (1),  on  trouve  de 
suite 

i5   ^   80 
d'où  l'on  est  assuré  que  les  deux  racines  sont  imaginaires. 
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Soit  encore  l'équation 

f(x)  =  x''  —  ç)x3  +  37a-2  —  36x  -+-  i5  =  o. 

Les  coefficients  de  la  transformée  en  (x  —  1)  étant 

1  —  5  -+-  16  -4-  i5  +  8, 

il  faudra  chercher  deux  racines  entre  o  et  1 . 
On  a 

/(a)  =  1 5,    /'  (a)  =  -  36,    j"  (a)  =  74, 

jm=    8,    / (A*      i5,    /'(/3)=32, 

^  H =  <  i)     indice  incertain. 

30        10 

En  employant  le  caractère  (3),  on  est  de  suite  averti  que  les  racines  son! 

imaginaires,  puisque 

8         36  ^ 

~ë  "+"  ~7  >  *• 
i5        74 

La  même  conclusion  aurait  pu  être  déduite  du  caractère  ;'4) ,  à  cause 

de 

8         i5, 

i5        32 

Examinons  en  dernier  lieu  l'équation 

J'(x)  =  jre  -+-  x"  ■+■  x3  —  -2X3  +  ix  —  1  =  0, 
qui  donne,  pour  la  transformée  en  [x  —  1),  les  coefficients 
1  -+-  6-f-  i5  +  17+  10  +  2, 

indiquant  que  trois  racines  peuvent  exister  entre  o  et  1 . 

L'équation 

f'(x)  =  o 

avant  deux  racines  dans  le  même  intervalle,  il  faudra  s'assurer  si  elles 
sont  réelles  ou  non.  Les  deux  séries  des  coefficients  y  relatives  sont  : 
Pour  l'équation  en  x  , 

5  +  4   -+-3    —    4-1-2; 

pour  l'équation  en  {x  —  1), 

5  +  24  -+-  45  +  34  -t-  10. 

Tome  IX.—  Septembre    is',j.  -'9 
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La  règle  de  Fourier  ne  décide  pas  encore  la  nature  de  ces  deux  racines, 
puisqu'on  trouve 


4 

+ 

34 

<  i 

'ais  le  caractère 

(5) 

donnant 

2 

4 

> 

1 

9°' 

il  en  résulte  immédiatement  que  les  équations 

f  [x)  =  o     et     f(x)  =  o 

ont  deux  racines  imaginaires. 

Fourier  n'a  considéré  que  le  cas  où  l'arc  de  courbe  compris  entre 
les  limites  x  =  a  et  x  =  (1  n'offre  aucun  point  d'inflexion,  ce  qui 
n'arrive  pas  toujours,  car  très-souvent  les  suites  (a),  (j3)  indiqueront 
que  les  équations 

f'{x)  =  o,    /"(*•)=  o, 

ont  chacune  une  racine  dans  l'intervalle  (a,  /3).  Si  alors  les  deux  ra- 
cines de  la  proposée  sont  imaginaires,  la  courbe  affectera,  à  l'égard  de 
Taxe  des  x,  une  des  quatre  formes  représentées  dans  les  Jig.  6,  7, 
<S,  g,  contenant  en p  un  point  d'inflexion. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  j \x)  et  ses  trois  dérivées  prendront  aux 
deux  limites  les  signes  indiqués  au  tableau  suivant  : 

/"(*)•    /'(*)•    /"(*)■    /"»• 


Fig.  6, 

F' g-  7> 
Fig.  8, 
Fig.  9, 


|  x  =  «, 
I  -  =   P, 


=   h 


11  en  résulte,  en  supposant  quey"  (x)  conserve  son  signe  depuis  x=a 
jusqu'à  x  —  /3,  que  la  suite  (a)  offrira  deux  variations  de  plus  que  la 
suite  (|3). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  3o: 

La  règle  de  Fourier  devient  évidemment  inapplicable  au  cas  actuel  : 
mais  voici  comment  on  pourra  y  suppléer. 

Soit  encore  a  -+-  â  une  valeur  approchée  de  la  racine  de  l'équation 

/'(*)  =  o, 

mais  supérieure  à  la  valeur  exacte.  Les  jig.  6  et  8  fourniront  de  même 
pour  caractère  d'imaginarité , 

fft  =  ou   >  ». 

/  («) 

Si,  au  contraire,  la  valeur  a  +  e?  est  trop  petite,  les 7%.  7  et  9  donne- 
ront le  caractère 


ou  bien 


yrffî  =  °«   >  §  -  a  -  â, 


lm.  +  &=  ou  >  fi 


Dans  le  premier  cas,  la  courbe  représentée  par  l'équation 

/  0*0  =  o 
prendra  entre  les  deux  limites  données  l'une  des  deux  formes  indiquées 
par  les y/^.  10  et  12.  Les  formules  de  l'approximation  newtonienne  ne 
pourront  s'appliquer  ici  qu'à  la  première  limite,  à  cause  qu'il  existe 
entre  a  et  P  un  point  p  où  la  tangente  devient  parallèle  à  l'axe  des  x. 
Or  la  valeur  approchée  a  -+-  <?  étant  alors  trop  petite,  il  faudra  prendre 

pour  à  la  partie  Mr  =  -,,  ,     '    ^      qui  est  supérieure  à  la  racine  de 
l'équation 

f{x)  =  o, 
ce  qui  fournira  le  caractère 

-   ou   >  ®~ 


ou  bien 

Dans  le  second  cas,  la  courbe  dont  il  s'agit  affectera  l'une  des  formes 

39.. 
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représentées  par  les  fig.  n  et   i3;  et  l'on  s'assure  pareillement  qu'il 

faudra  se  borner  à  la  même  valeur  de  o\  d'où  il  suit 


ou  bien 


M-  =  ou  >it=*i£l 


[l  +  i's«nm  =  OIl  >s-a. 
L  +  f'm\rm         >  [ 


Tels  sont  les  deux  caractères  que  l'on  pourra  appliquer  au  cas  ac- 
tuel, et  qui  coïncident  avec  les  deux  derniers  (9)  et  (10),  obtenus  dans 
le  cas  précédent. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

J'(x)  =  x5  +  -2X*  —  iox3  +  3a;2  +  OX  —  25  =  o. 

Les  coefficients  de  la  transformée  en  [x  —  1)  seront 

1  +  7  —  2  —  35  —  36  —  34. 

Deux  racines  devront  être  cherchées  entre  o  et  1 .  Le  second  caractère 
nous  avertit  de  suite  qu'elles  sont  imaginaires,  puisqu'on  a 

5^        36 

1  +  36  >  34' 
Soit  encore  l'équation 

f{pc)  =  x5  —  7.x4  —  i6.r3  +  126X2  —  571X  +  448  =  o. 
On  aura  pour  les  coefficients  des  transformées  en  (x  —  2), 

1  +  3  —  32  +  42—3  +  2; 
pour  les  coefficients  des  transformées  en  (x  —  3), 

1  +  8  —  10  —  2G  +  2  +  i3. 
On  peut  appliquer  ici  le  premier  caractère,  puisque 

2         3 
I+3>  ^ 

Donc  les  deux  racines  indiquées  entre  2  et  3  seront  imaginaires. 

Les  applications  précédentes  suffisent  pour  éclaircir  la  théorie  que 
nous  venons  d'exposer. 
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Lorsque  les  deux  limites  a.  et  |3  ne  sont  pas  encore  assez  rapprochées 
pour  pouvoir  en  conclure  l'imaginante  des  racines,  on  prendra  pour 
limite  intermédiaire  une  valeur  approchée  a!  de  la  racine  de  l'équation 

à  laquelle  on  joindra  celle  des  deux  limites  données  qui  correspond  à 
la  partie  convexe  de  la  courbe,  de  manière  que  les  nouvelles  limites 
ne  comprennent  aucun  point  d'inflexion ,  ce  qui  ramène  la  recherche 
au  cas  précédemment  traité.  La  figure  de  la  courbe  indique  d'ailleurs 
si  la  nouvelle  limite  a'  doit  surpasser  ou  non  la  valeur  exacte  de  la 
racine  susdite. 

Il  peut  arriver,  en  outre,  que  l'arc  de  courbe  présente  deux  points 
où  la  tangente  devient  parallèle  à  l'axe  des  x.  Cette  circonstance  sera 
indiquée  par  une  différence  de  deux  variations  dans  les  suites  (a),  f/3), 
après  avoir  omis  les  derniers  termes.  Dans  ce  cas,  il  faudra  appli- 
quer la  recherche  à  l'équation 

/'  (*)  =  o, 

contenant  deux  racines  entre  a  et  ]3.  S'il  en  résulte  que  ces  racines 
sont  imaginaires,  il  en  sera  de  même  des  deux  racines  de  la  proposée 
situées  entre  les  limites  données.  Si,  au  contraire,  elles  sont  réelles,  la 
valeur  intermédiaire  y,  qui  les  aura  séparées,  donnera  lieu  à  une  nou- 
velle transformée  en  (x  —  y),  laquelle  étant  combinée  avec  celle  en 
(x  —  a)  ou  (x  —  j3),  fera  rentrer  la  recherche  dans  le  cas  où  les  deux 
caractères  (9),  (10)  deviennent  applicables. 
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ADDITION 

A  lu  Note  sur  les  relations  entre  les  neuf  cosinus  des  angles 
de  deux  systèmes  de  trois  droites  rectangulaires  [*].  — 
Démonstration  géométrique  et  directe  des  relut  ions  binômes: 

Pau  m.  de  saint-venant 


Les  binômes  appelés  quelquefois  déterminants,  dont  les  deux  termes 
offrent,  dans  leur  composition,  une  sorte  de  réciprocité  et  sont  sépa- 
rés par  le  signe  —  ,  se  présentent  fréquemment  en  géométrie  et  en 
mécanique  :  on  les  retrouve  dans  les  expressions  des  moments  et  des 
aires,  ainsi  que  dans  les  nombreuses  formules  exprimant  les  affections 
ouïes  propriétés  des  lignes  courbes  à  double  courbure,  etc.  Ils  ont 
souvent  pour  origine,  ou  une  résolution  d'équations  du  premier  de- 
gré à  deux  inconnues,  ou  une  soustraction  de  deux  fractions  l'une  de 
l'autre.  Mais  ils  ont  aussi  une  signification  géométrique  qu'il  est  utile 
de  faire  ressortir,  et  qui  peut  fournir  des  démonstrations  très-directes 
des  formules  où  ils  entrent:  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  sur 
celles  de  la  Note  citée. 


[*]  Insérée  dans  ce  Journal,  cahiers  de  juillet  et  d'août. 

Si ,  au  lieu  de  neuf  quantités  a,  a',  a",  b,...,  on  en  a  n-,  n  étant  un  nombre  quelcon- 
que, et  si  elles  sont  liées  par  n  -+■  n  —   —  relations  analogues  aux  six  relations  (  i  )  de 

la  paee  270,  il  existe  aussi,  entre  elles,  n  -+-  n  -+-  n-  autres  relations  analogues 

D  2 

à  celles  2),  3  ,  ainsi  que  M.  Catalan  l'a  démontré  d'une  manière  simple  et  générale. 
(Première  partie  d'un  Mémoire  insère  au  tome  XIV  de  ceux  qui  ont  été  couronnés  par 
l'Académie  de  Bruxelles ,  1 840.)  Sa  méthode  n'a  rien  de  commun  avec  celle  dont  je  me 
suis  servi,  parce  qu'elle  se  fonde  sur  l'emploi  d'indéterminées  comme  celles  qui  ont  été 
introduites  par  Poisson  (Correspondance  de  l'École  polytechnique),  et  qui,  comme  on 
!'a  dit  à  la  Note,  ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  entrant  dans  les  démonstra- 
tions de  Lagrange  'Mécanique  analytique,  t.  II,  IX,  6),  et  de  Lacroix  'Calcul  différen- 
tiel, in-4°,  chap.  V  . 
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Elles  sont  une  conséquence  de  ce  théorème  de  géométrie  projective  : 
«  Soit  un  triangle  dans  l'espace,  et  soient  p.  p'  les  projections  de 
»  deux  de  ses  côtés  sur  une  droite,  q,  q'  leurs  projections  sur  une 
»  autre  droite  coupant  à  angle  droit  la  première;  la  projection  de  son 
»  aire  sur  le  plan  de  ces  deux  droites  sera  ±  ^(p</'  —  qp')i  c'est-à- 
»  dire  la  différence  des  aires  de  deux  triangles  dont  chacun  a  pour 
»  base  la  projection  d'un  des  côtés  du  triangle  donné  sur  une  des 
»   droites,  et  pour  hauteur  celle  de  l'autre  côté  sur  l'autre  droite.    » 

On  peut  déduire  ce  théorème,  comme  a  fait  M.  Cauchy  [*],  de  la 
formule  du  sinus  de  la  différence  de  deux  angles;  car  si  m,  m'  sont  les 

projections  des  deux  côtés  du  triangle  sur  le  plan,  —  i  --  sont  les  cosi- 
nus et  —i  — ,  les  sinus  des  angles  de  ces  projections  avec  la  première 
droite;  d'où  sin  (m'iri)  =  ±  (—.  —  —  —  —,)■>  et  l'aire  au  triangle  pro- 

v  '  \m    m  m   u>  )  ci 

jeté  est  \  m.m'sai(m'm)  =  ±  (/«/  —  '//»')• 

Mais  on  peut  encore  démontrer  comme  il  suit,  et  sans  invoquer  au- 
cune formule,  ce  théorème  important  qui,  une  fois  admis  en  géomé- 
trie, dispense  de  beaucoup  de  redites  et  de  beaucoup  de  calculs. 

Supposons  (ce  qui  ne  change  rien  aux  projections)  que  les  deux  droites 
rectangulaires  passent  par  le  point  de  concourso  des  projections  om,  om' 
des  deux  côtés  du  triangle  sur  le  plan  de  ces  droites.  Les  triangles  qui 
ont  pour  sommet  commun  l'extrémité  m'  de  la  projection  du  deuxième 
côté,  et  pour  bases  les  projections  oj>  =  p,  orj  =  r/  du  premier  côté 
ou  de  om  sur  les  deux  droites,  ont  pour  hauteurs  respectives  q'  et  //, 
distances  de  m'  aux  mêmes  droites,  en  sorte  que  ce  sont  les  deux  trian- 
gles dont  parle  l'énoncé  du  théorème,  ayant  pour  aires \pq',  jqp'-  Il 
s'agit  donc  seulement  de  faire  voir  que  le  triangle  projeté  omm'  est  égal 
à  leur  différence  :  or  cela  se  peut  facilement  de  deux  manières  : 

i°.  Ces  trois  triangles  om'p,  om'.q,  om'm  ont  un  côté  commun  om'' 
cpie  l'on  peut  prendre  pour  leur  base  :  les  aires  sont  comme  les  hau- 
teurs, c'est-à-dire  comme  les  projections,  sur  une  perpendiculaire  à 
07»',  des  trois  côtés  adjacents  op,  oq,  om.   Or  celui-ci  est  la  diagonale 

[*]  Leçons  .sur  les  applications  du  Calcul  infinitésimal,  1826,  page  12. 
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du  rectangle  formé  sur  les  deux  autres;  sa  projection,  sur  une  perpen- 
diculaire à  om'  qui  est  supposé  passer  dans  l'angle  qop,  est  égale  à  la 
différence  des  projections  des  deux  autres.  Donc 

omm'  =  ±  [\p.q'  —  i<7 •/>')• 

20.  En  traçant  la  figure,  on  reconnaît,  si  le  point  m'  est  plus  distant 
que  m  des  deux  droites,  que  l'on  a  l'aire  omm!  =  om'p  —  omp  +  pmm!  . 
Or  les  deux  triangles  entre  parenthèse  ont  une  base  commune 
mp  =  qo  =  q.  et  deux  hauteurs  dont  la  somme  est  p' .  Donc,  comme 
om'p  =  \ pq',  on  a  encore  omm'  =  |  p. a'  —  \q-p'-  quantité  qui  ne  fait 
que  changer  de  signe  si  p',  q'  ont  d'autres  rapports  avec  p,  q.  C'est  la 
démonstration  élémentaire  connue  du  théorème  du  moment  de  la  ré- 
sultante de  deux  forces  autour  d'un  point  situé  dans  leur  angle.  Pois- 
son, deuxième  édition,  n°  271.) 

Revenons  maintenant  aux  deux  systèmes  (ox,  oy,  oz)  de  droites 
rectangulaires  et  [ox„  oy„  oz,  de  droites  obliques  de  la  Note  citée. 
Sur  les  deux  droites  obliques  nys.  oz,  prenons,  à  partir  du  point  de 
concours  o,  deux  longueurs  égales  à  l'unité  :  l'aire  du  triangle  isocèle 
formé  sur  elles  sera  \  sin  y,oz,  ;  sa  projection  sur  le  plan  joz  de  deux 
des  droites  du  système  rectangulaire  sera  A.-|  sin  j,ozt,  puisque  A  est 
le  cosinus  de  l'angle  des  droites  ox,  ox1  respectivement  perpendicu- 
laires aux  plans  jor,  ftoz{.  Donc,  comme  les  projections,  sur  oj,  oz, 
de  l'unité  de  longueur  portée  sur  oy{,  nz,  ne  sont  autre  chose  que  les 
cosinus  des  angles  formés  par  ces  diverses  droites,  on  aura,  en  vertu 
du  théorème  démontré , 

±  A  sin r,oz,  =  cosyoy,  cos zozt  —  cosyoz,  coszoy,  =  b'.  "  —  c'h  . 

ce  qui  est  une  des  équations  du  n°  6  (page  274).  On  démontrerait  de 
même  les  autres,  et  par  la  se  trouvent  aussi  démontrées  les  neuf 
équations  (3)  du  n°  1,  puisqu'elles  sont  relatives  au  cas  ou  les  sinus  des 
angles  r,o:,.  ztoy,,  xtoy,  des  droites  du  second  système  sont  égaux 
à  l'unité. 

On  voit  ainsi  que  les  binômes  réciproques,  qui  forment  les  seconds 
membres  de  ces  équations,  peuvent  être  regardées  comme  représentant 
des  différences  d'aires  triangulaires  doublées. 
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MÉMOIRE 
SUR  L'ÉLIMINATION   DES   NOEUDS 

DANS  LE  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS; 
Par  M.  JACOBI  H. 


Les  illustres  géomètres  du  siècle  passé,  en  traitant  le  problème  des 
trois  corps,  ont  cherché  le  mouvement  de  deux  d'entre  eux  autour  du 
troisième  ou  autour  du  centre  de  gravité  de  tous  les  trois.  Mais,  en 
réduisant  de  cette  manière  le  problème  de  trois  corps  qui  s'attirent 
mutuellement  à  un  problème  de  deux  corps  qui  se  meuvent  autour 
d'un  point  fixe,  on  fait  perdre  aux  équations  différentielles  du  problème 
cette  forme  précieuse  dont  elles  jouissent  dans  leur  état  primitif,  sa- 
voir, que  les  secondes  différentielles  des  coordonnées  soient  égalées  aux 
dérivées  d'une  même  fonction.  C'est  par  cette  raison  que  les  principes 
de  la  conservation  des  forces  vives  et  des  aires  cessent  d'avoir  lieu  par 
rapport  aux  deux  corps.  On  pourra  cependant  éviter  cet  inconvénient 
en  agissant  de  la  manière  suivante  : 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  le  système  se  compose  de  n 
corps,  du  Soleil  et  de  «  —  i  planètes.  Comme  il  est  permis  de  suppo- 
ser que  son  centre  de  gravité  reste  en  repos,  on  aura  une  équation  li- 
néaire entre  chacun  des  trois  systèmes  de  coordonnées  du  même  nom. 
Donc  les  n  coordonnées  parallèles  à  un  même  axe  pourront  être  expri- 
mées linéairement  par  n  —  i  autres  quantités,   en  établissant  n  —  i 


[*]   Cet  article  est  extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Scient  es 
séance  du  8  août  1842). 

Tome IX. —  Septembre  it.^  ',, 
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équations  de  condition  entre  les  n  (n  —  i)  constantes  qui  entrent  dans 
ces  n  expressions  linéaires.  Comme  on  peut  disposer  encore  d'un 
nombre  (11  —  i)2  de  constantes,  on  les  déterminera  de  manière  que, 
dans   l'expression   de  la   force    vive  du  système,   s'évanouissent  les 

y"  ~ produits  des  différentielles  premières  des  nouvelles  va- 
riables. En  se  servant  de  formules  parfaitement  semblables  pour 
chaque  système  de  coordonnées  du  même  nom,  et  en  considérant  les 
nouvelles  variables  comme  les  coordonnées  de  n  —  i  autres  corps, 
on  aura  réduit  de  cette  manière  la  force  vive  du  système  des  n  corps 
proposes  à  celle  d'un  système  de  n  —  i  corps,  des  masses  convenables 
étant  attribuées  à   ces  derniers.  Il  y  aura  même  dans  les  formules 

de  réduction  un  nombre  — de  constantes  arbitraires  et  dont  on 

2 

pourra  profiter  de  différentes  manières. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  le  principe  de  la  conservation  des 
forces  vives  donnera  une  équation  dans  laquelle  la  somme  des  forces 
vives  des  n  —  i  corps  fictifs  sera  égalée  à  une  fonction  de  leurs  coor- 
données. En  se  servant  des  règles  générales  de  Lagrange,  on  en  dé- 
duira, par  de  simples  différentiations  partielles,  les  équations  diffé- 
rentielles du  problème  réduit,  et  l'on  reconnaîtra  aisément  que  la 
conservation  des  aires  a  lieu  dans  le  mouvement  des  n  —  i  corps  par 
lesquels  on  a  remplacé  le  système  proposé.  Ces  n  —  i  corps  ne  s'écartent 
d'ailleurs  des  n  —  i  planètes  que  de  petites  quantités  de  l'ordre  des 
forces  perturbatrices,  de  manière  que  la  première  approximation  peut 
être  la  même  pour  les  uns  et  pour  les  autres.  Le  changement  que,  dans 
cette  analyse,  doit  subir  l'expression  de  la  force  perturbatrice  n'aug- 
mente pas  la  difficulté  de  son  développement. 

En  appliquant  la  méthode  que  je  viens  d'exposer  au  problème  des 
trois  corps,  on  réduit  celui-ci  à  un  problème  du  mouvement  de  deux 
corps  qui  jouit  de  propriétés  remarquables.  En  effet,  les  trois  équa- 
tions fournies  par  la  conservation  des  aires  font  voir  : 

1".  Que  l'intersection  commune  des  plans  des  orbites  des  deux  corps 
reste  constamment  dans  un  plan  fixe  :  c'est  le  plan  invariable  du  sys- 
tème; 

■>".  Que  les  inclinaisons  des  plans  des  deux  orbites  à  ce  plan  fixe  et 
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les  paramètres  de  ces  orbites  regardées  comme  des  ellipses  variables, 
sont  quatre  éléments,  dont  deux  quelconques  déterminent  rigoureu- 
sement les  deux  autres. 

Choisissons  pour  variables  du  problème  les  inclinaisons  des  deux 
orbites  au  plan  invariable,  les  deux  rayons  vecteurs,  les  angles  qu'ils 
forment  avec  l'intersection  commune  des  plans  des  deux  orbites,  enfin 
l'angle  que  forme  cette  intersection  située,  comme  on  a  vu,  dans  le 
plan  invariable,  avec  une  droite  fixe  de  ce  plan.  On  trouvera  que  ce 
dernier  angle  disparaît  entièrement  du  système  des  équations  différen- 
tielles et  se  détermine  après  leur  intégration  par  une  quadrature.  Donc, 
dans  cette  nouvelle  forme  des  équations  différentielles  n'entre  aucune 
trace  des  nœuds.  Les  six  équations  différentielles  du  second  ordre,  qui 
expriment  le  mouvement  relatif  des  trois  corps,  s'y  trouvent  réduites 
à  cinq  équations  du  premier  ordre  et  une  seule  du  second.  Par  suite, 
l'on  a  fait  cinq  intégrations.  Les  intégrales  connues  n'étant  qu'au 
nombre  de  quatre ,  on  pourra  donc  dire  que  l'on  a  fait  une  intégration 
de  plus  dans  le  système  du  monde.  Je  dis  dans  le  système  du  monde  , 
puisque  la  même  méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de 
corps. 


1.  Soient  m  la  masse  du  Soleil,  »z,  et  m2  celles  des  deux  planètes; 
soient  %,  yj,  Ç;  ç,,  ijn  Ç,  ;  £2,  rl2,  Ç2  les  coordonnées  rectangulaires  des 
trois  corps  m,  m{,  m2,  rapportées  à  leur  centre  de  gravité.  Comme  on 
a  les  trois  équations 

!m'~_  -f-  /«,£,  +  m2£2  =  o, 
m/)  -+-  ni, ri,  -+-  m.2rl2  =  o, 
;hÇ  -f-  /»,£,  +  /«.2Ç2  =  °- 

il  sera  permis  de  faire 

/  %  =  ax  -+-  jSar, ,      yj  =  ar  -+-  $fK,       Ç  =  az  -+-  flz, . 

(2)      j|1  =  a,jr-h  /3,-r,,     »j1  =  ai/+  fi,J,,     'C,  =  a,  z  +  /3,  z, . 

'  =,  =  a2x  +  ,5o.r,.     rl,  =  a2y+ fi2y\.     Z2  =  cc2z  +  fi2z,. 

/,o  . 
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les  six  constantes  a,  (3,  etc.,  devant  satisfaire  aux  deux  conditions 
ma  -+-  m,a,  -+-  i?i2a2  =  o, 


(3 

l  mp  -+-  m,p,  -+-  7?*2p2  =  o. 

Supposons  de  plus  que,  par  les  substitutions  12),  la  somme  des  forces 
vives  du  système  2T  se  change  en  cette  expression 

(-=«[(£M«Mî)'] 

1 


y-i 


ïy^y  +  m  +  fë 


*)']• 


1 1_\  <fr  /    '    y  lit  )       \dt 

on  aura  les  trois  équations 

/  |7.  =  maa  +  miaia{  +  in2a2a.2, 

[S  J  ^=mp$  +  w.13,/3,  -r  m2/32/32, 

f  o  =  moi*  +  7»4a,j3,  +  m2a2j32. 

J'observe  qu'en  vertu  des  formules  (3)  on  peut  faire 

(6)  a,]32  —  a2j3l  =  e.»i,     aa|3  —  aj32  =  ;.?»,,     aj3(  —  a,(3  =  g./na, 

1  étant  un  facteur  indéterminé.  Des  formules  (5)  et  (6)  on  tire  aussi 
celle-ci  : 

(7)  fijx,  =  mm,m2  -^   m  —  m,  ■+-  m2  a. 

Si  l'on  fait 

jtj:  +  y  y  4-  zz    =  /'/■, 

a:,*-,  4- J,J,  4-  z,z,  =  jy,, 

'  jtx,  +  17,  4-  zz,  =  /r,  cosV, 


'   f>f»    =    ?,-?a)a  +(>31->72)a+($,-Ça)a 
1  =  -f  rr  4-  otyârr,  cosV  4-t?2/yt, 

()  p«p,  =  (ia-?)2,+  (>î2—  *0a  +  (ç,-ç)' 

"  i  =71 /r  +  'rh  à\  rri  CosV  4-  c?j  r,  rt . 

f  p2p2=(?  -=. "-  >7->j))î+  s-ç.)a 

=  7j  rr4-  ay2d\,rrH  cosV+  &lrtrt, 
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(10) 

ce  qui  donne 

(») 

Si  l'on  pose 


7  =  ai  —  aa>  o1  =  p,  —  /52, 
7<  =  K2  —  «>  °\  =  &  —  T': 
72=  a   —  a«»       ^2=  /5    —  ,?,, 


j  7  +  7,  +  72  =  o, 
(  o1  +  o\  -h  o\  =  o. 


U  = 


mm,  m  m-, 

P--  pr 


m,m2         ^  ffl]»': 
o       ~  ^      0 


le  principe  des  forces  vives  fournit  l'équation 

(12)  T  =  U-ft  =  2^-  h, 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Or,  si  dans  cette  équation  l'on  substi- 
tue les  valeurs  des  quantités  T,  p,  p{,  p2  tirées  des  formules  (4)  et  (9), 
on  aura  tout  de  suite,  par  les  règles  générales  données  par  Lagrange 
dans  sa  Mécanique  analytique, 


d*X  ri 


(i3) 


f*  ~ê  =  -  2 


dt 


d1  x, 


a'  x,  ^ 

*~d^—   ~  2d 


d2  y, 

d*z, 

lJ-~d¥ 


"2 


m, 

m2 

7(7* 

+  Sx,) 

= 

dlj 

P3 

dx 

ni 

m 

7(77 

+fr.) 

= 

d\J 

f 

dy 

m 

m 

7(7Z 

+  &•) 

= 

dV 

P3 

dz 

m 

m 

Sfax  +  Sx,) 

= 

dV 

P3 

dx. 

m 

m 

8(yy 

+*r.) 

= 

dV 

P3 

*r*_ 

\  m 

1" 

,S(fi 

+*«■) 

= 

d\] 

1 

P3 

dz, 
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On  tire  de  ces  formules  les  suivantes  : 


/       d2z 

dy\                !      d*z,          dy\ 
-z-dF)=-[J->{j'<7F-z<lè) 

--(j*«    vïT'J'^ 

M  ZHF 

d-z\                        I        d*x,                rf2z,\ 

-xlïF)=-^\z<-dF-x<HF) 

=    —  \Z3C.   —  JCZ.\    >    —  • 

(14 


rf2r  d'x\  I        d2y.  rf!j-,\ 

X7F  -~rlîF)  =  -  *  {*>  -k  ~ï*  -dF) 
Ces  équations  donnent  les  trois  intégrales 

/         /       dz  dy\  I        dz,  dy,\ 

iJ-VTt-z*)  +  iJ-V<  m  -z'-d7)  =c' 

/      dx  dz\  I        dx,  dz\ 

I      dy  dx\  t        dy,  dx\ 

\  iJ-  \xm-yirt)  +  /j-<  \x>  *-.**]  =  c*> 

c,  ct,  c2  étant  des  constantes  arbitraires.  Je  remarque  à  cette  occasion 
les  formules 

"C)      |  c  (/  S  -  »  %  =  -  (/*  -  r.)2  ==*• 

d'où  l'on  tire 

,/     dz          dy             dz,          dy,\ 
I         au,  — ï 

'    —  U  z(   —  -y  t  '  ^  "  ^7~ 

On  a  deux  autres  systèmes  de  formules  semblables  à  celui  des  for- 
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mules  (i6)et(i7),  et  qui  se  rapportent  aux  coordonnées  z  et  x  et  aux 
coordonnées  x  et  ?'. 

D'après  une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes,  il  suit  des 
formules  (i3), 


d2x  d"-y  d*z 

f-\xW    +?W    +Z^F 

I       dJx>  d"-y,  d2z. 

+  a, \xt -j-r  -4-  r, -~  -h  zl-— 
^*\        dt2         J  '  dt'  dt- 


=  -  U. 


Donc,  en  faisant  usage  des  formules  (4)  et  (12),  on  obtient  la  sui- 
vante : 

1  g  dt: =  2  (U  -  %K). 

Les  six  équations  (i3)  pourront  servir  à  déterminer  les  six  quantités  x, 
y,  etc.,  en  fonction  du  temps.  Mais  on  pourra  aussi  choisir  pour  cet 
effet  six  autres  équations  indépendantes  entre  elles  et  qui  se  déduisent 
des  équations  (i3)  par  des  combinaisons  différentes,  par  exemple,  les 
quatre  équations  (12)  et  (i5),  une  des  équations  (i4)  et  l'équation  (19). 
En  effet,  on  reviendra  sans  peine  de  ces  dernières  aux  équations  (i3j. 
On  déterminera  a,  (3,  etc..  par  les  quantités  y,  o\  etc.,  au  moyen  des 
formules 

(  Ma  =  m,  y2 
(20)  ;  Ma,=  m.r/ 

\  Ma2=  m  y, 
où 

M  =  m  -+■  m,  +  m2. 

Ces  formules  étant  substituées  dans  l'équation  (5),  on  aura 

Ma  =  mt  m2yy  -+-  m2my,  y,  -+-  mm,y2y3, 


m2y„ 

Mj3  =  m,o\  —  mavt, 

m  y,, 

M/3,=  m2>}   —  m  o\. 

mty, 

Mj3_,=:  m  o\  —  m{  &, 

(21)  Ma,  =  ni,  m2â&  +  in2màlàt  -t-  mm(â2&2, 

0=  in{m.2yj->-  m2my,&,  -\- mm,y2&2, 

formules  analogues  aux  équations  (5). 

2.  Je  veux  discuter  à  présent  la  grandeur  des  différentes  constantes 
qui  entrent  dans  les  formules  précédentes.  Ces  constantes  n'étant  pas 
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entièrement  déterminées,  il  s'agira  de  faire  telles  suppositions  sur  leur 
grandeur  respective  qui  pourront  subsister  avec  les  équations  de  con- 
dition établies  entre  ces  constantes  et  qui  permettront  en  même  temps 
de  faire  usage  des  méthodes  d'approximation  connues. 

Les  équations  de  condition  que  l'on  a  établies  entre  les  constantes 
a,  |3,  etc.,  sont  les  suivantes  : 

■   ma  -+-  m,  a,     +  m2a2    =  o, 

r  m  fi  -+-  ire,j3,     -I-  m2fi2     =  o, 

\  maj3-+-  m, a, jS ,  — t—  m2a2fi2=  o; 

celles  que  l'on  a  entre  les  six  constantes  y,  à,  etc.,  seront 

/  7  +7'  +  7a  =  °> 
(2)  c?  +  o\  +  o\  =  o, 

[ mt m2 y& ■+•  m2myt&t  -+-  mm,y2à2  =  o. 

Les  masses  des  planètes  étant  très-petites  par  rapport  au  Soleil,  les 

fractions  — •»  —  seront  des  quantités  très-petites  du  premier  ordre.  Cela 

posé,  les  équations  (1)  font  voir  qu'il  est  permis  de  supposer  a,  et  |32 
très-proches  de  l'unité,  pendant  que  les  constantes  a,  c/.2,  j3,  (ï,  seronl 
des  quantités  du  premier  ordre.  En  effet,  si  l'on  fait 

OT16  r,  III    "/ 

^  7.0  =  —     fi,  =  — , 

on  tirera  des  équations  (  1    les  formules  approchées 

m,  -,  r 

[  a  = )     a,  =  1,      1  -t-  À  +  &  —  o; 

1  ni 

I 


d'où  l'on  tire  les  valeurs  approchées  correspondantes  des  quantités  y, 
à.  etc., 

m,  , 

I  â  —  —  1 ,     0 ,  =  1 ,  o\  =  —  5. 

Enfin  les  quantités  p.  et  p.,  s'écarteront  peu  des  masses  m,  et  ///.,.  Tous 
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les  écarts  de  ces  valeurs  approchées  avec  les  véritables  valeurs  pour- 
ront être  supposés  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices. 

Il  suit  des  considérations  précédentes,  que  les  quantités  x,  y,  z  ne 
s'écarteront  deç(,  vj,,  £,,  et  que  les  quantités  x,,j,,  z{  ne  s'écarteront 
de  S.,,  >j2,  Ç2  que  de  quantités  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices.  Donc, 
si  Ton  imagine  deux  corps  dont  les  coordonnées  respectives  sont  x , 
r,  z,  et  xt,  y,,  zt}  leur  mouvement  autour  du  centre  de  gravité  du 
système  des  trois  corps  pourra,  en  première  approximation,  être  re- 
gardé comme  elliptique.  La  même  chose  aura  lieu  si  le  mouvement  est 
rapporté  à  tout  autre  point  qui  ne  s'écarte  de  ce  centre  que  de  quantités 
de  l'ordre  des  forces  perturbatrices.  En  négligeant  ces  quantités,  on 
déduit  des  formules  (3j  et(i3)  du  n°  1  les  équations  différentielles  qui 
servent  à  la  première  approximation ,  et  que  l'on  intégrera  par  les  for- 
mules elliptiques  connues, 


£?'  X 

m  m  i    x 

dt- 

7-'P-     r' 

d'y 

mm,    v 

dt* 

■/:?      r: 

d2z 

m  m  i     z 

TIF 

y,  p     r3 

d*x, 

ni  m. 

FIF 

~X^F 

d'y 

mm 

dt1 

~~§>T> 

rf2z, 

mm. 

IF 

~ 

0,11, 

ou  les  facteurs ■>  % —  ne  s  écartent  de  1  unité  que  de  quantités 

y2f«     <Slf*,  ^  i 

du  premier  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices.  Si  l'une  des 
deux  planètes,  par  exemple  la  seconde,  est  beaucoup  plus  éloignée  du 
Soleil  que  l'autre,  il  conviendra  de  substituer  aux  trois  dernières  de  ces 
équations  celles-ci  : 

".r,   _  m,  fm        m\  x, 

t2  fi,   \3,  S  )  rf 

]   d'y,    _  m,  fm        m\  y, 

v>  \  IF  ~  ~  ~F  \J,  ~  T)  7f 


d  z 

FF 
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Dans  les  approximations  successives  l'on  pourra  laisser  indéterminées 
les  quantités  \x,  [j.,,  y,  o,  etc.;  seulement  il  sera  bon  de  fixer  la  valeur 

de  la  quantité  —  Si  l'on  fait  exactement 

7  =  a,  -  «2  =  i  ,       <?  =  fi,  —  fi2  =  —  i  , 
on  aura 

(8)     Ç,  —  Ht  =  x  —  x\,     rh  —yj.,=j  —jrt,     Çt—Çt  =  z  —  zi. 

Dans  ce  cas,  on  peut  envisager  les  quantités  oc,  r,  z  et  x,,  j  ,,  z, 
comme  les  coordonnées  des  deux  planètes  elles-mêmes,  mais  rappor- 
tées à  un  autre  point  que  le  centre  de  gravité  du  système.  En  effet,  on 
pourra  faire,  en  même  temps, 

?.  =x  -+-  a,      ri,  —j  +  b,      Ç,  =  z  +  c, 


'  £2  =*,-+-  a,      v?2=j(+b,      Ç2  =  s,+  c, 
a,  b,  c  étant  déterminées  par  les  équations 
io       a  =  a2oc  +  fi,jc,,     b  =  a2y  +  /34j,,     c  =  a2r.  +  ,3,  z, 
Or,  des  équations 

i-,  =  a,.r  +  |3,x,,     |2  =  a2.r  -+-  /32.r,, 
on   tire 

a2£,  -+-  /3,£g  ==  (a,  -f-  /3,)  a2.r  +  (a,  -+-  /32)j3,;r,  : 

et  comme  on  a 

a,  +  jS,  =  a,  +  /32, 
on  aura  aussi 

«»Si-J-PiÇi. 


a 

a,-t- 


On  trouve  de  la  même  manière 


b 


_   »,.n,-+-  6, g;  _  _   kjÇ,  +  fc,ï 


«,  -H  Pi  a,  -(-  p, 

Si  l'on  retranche  des  coordonnées  a.  S,  et  £2  la  même  quantité 

M  ' 

M  étant  la  somme  des  masses,  on  trouvera,  après  quelques  réductions, 
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la  valeur  suivante  de  a,  et  de  la  même  manière  les  valeurs  ci-jointes 
de  b  et  de  c. 

a  =  S  +  7-E--*'*» 
1+7,—  3,    ' 


'il)  {  b  =  *+V*>—**>, 

H-y,  —  0\     ' 

_  Ç+7.S.  —  <?»& 


Les  constantes  y,  et  o\  qui  entrent  dans  ces  formules  pourront  être 
des  quantités  quelconques  remplissant  l'équation  de  condition 

<">  (*-î)(*.  +  5)  =  ï**.« 

il  sera  donc,  entre  autres,  permis  de  faire 

(i3)  0\  =  o,    7l=£!,    ou   7l=0(    *,  =  -5r. 

En  supposant  toujours 

on  aura  encore 

Ma  =  —  [  '",  +  m2  7,  +  m,],  M/3  =  (m,  +  m2)  o\  —  m,, 

I  Ma,  =  myt  ■+-  m  +  ma.  Mf3,  =  —  (mj8  +  ;?/,  . 

lMa2  =  «y,  —  w, .  M/32  =  —  to<?2   1-  m  -:-  m, . 
i4)    '   72  =  -(1  +  7O»  *,  =  1  -  <?2, 

j  1  -f-  Vi  —  ^-  «i(«7i — '"1)  r  <\  \ 

I     a  =  mm2yl  — ^ =  — '—£- '.  (1  +  y,  —  </,  . 

•v    1  +7i  —  ô2         /«,  (ma.  -f-  w.ï  ,  .. 

a,  =  /«w,  o2 =  — ~- (1  -f-  7,  —  ff,  . 

Les  formules  (11)  sont  indépendantes  de  l'origine  des  coordonnées; 
elles  font  voir  que  le  point  autour  duquel  on  suppose  les  deux  planètes 
décrire  des  orbites  elliptiques  variables  est  le  centre  de  gravité  des  trois 
corps,  si  l'on  donne  respectivement  au  Soleil,  à  la  première  et  à  la 
deuxième  planète,  les  masses  1,  y,,  —  o\.  Si  l'on  fait  â2  =  o.  ce  point 
deviendra  le  centre  de  gravité  du  Soleil  et  de  la  première  planète,  en 

4... 
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leur  attribuant  leurs  masses  effectives  m  et  m,.  On  aura  clans  ce  cas 


('■ 


JJi  — 


c/,=  i, 


«2 

— 

o, 

P. 

= 

m 

+  '«, 

H  2 

M 

Y* 

= 

•(■ 

*> 

= 

o, 

p., 


On  voit  donc  qu'il  faudra  attribuer  aux  planètes  des  masses  un  peu 
différentes  dont  la  raison  n'est  plus  — -5  mais  — '■ 


m,  M 


5.   Ayant  établi  entre  les  quantités  œ ,  y,  etc.,  les  équations  (0)  du 
u°  2,  les  corps  dont  les  coordonnées  sont  x,y,  -■  et  x,,j,,  z,,  décri- 
ront autour  de  l'origine  des  coordonnées  comme  foyer  des  orbites 
elliptiques.  Nommons,  par  rapportai',  premier  de  ces  corps. 
o.a  le  grand  axe  de  son  orbite, 
ip  le  paramètre, 

i      l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  à  un  plan  fixe, 
Q     la  longitude  du  nœud  ascendant  du  plan  de  l'orbite  sur  le  plan  fixe. 
et  notons  d'un  trait  les  mêmes  quantités  rapportées  au  deuxième  corps; 
cela  posé,  on  aura  par  les  formules  connues,   pour  le  mouvement 
elliptique  d'une  planète  autour  du  Soleil  : 


dr 


dx 


y  dt 

dr 


(0 


■<  ,i,      !■ 


dt 


dy 


=  k  \p  ces  i , 

=  k  \  p  sin  /sin  il , 


dt 

dz 
~dt 

dx  dz  ,      -     .  _, 

-z x  —  =  —  k  <Jp  sin  i  cos  il, 

dt 
dr, 


=  k, 


\p,  cos?,, 


dz,  _   __    dr, 

■T*  7/7  —  r"  îïï 


A,  \p{  sin  i,  sin  12,, 


dx,  dz,  7         —   .  n 

'i  -jt  —  xK  —  =  —  A-,  vf,  sin/,  cos 12,, 
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où  l'on  a 


i  mm,         ,     ,  i  mm. 


(•2)  kk  = ,      A,A,  =T- 

et  où  pour  le  plan  des  x  et  y  est  pris  le  plan  fixe ,  et  pour  l'axe  des  x 
la  droite  fixe  de  laquelle  les  nœuds  ascendants  sont  comptés. 

Pour  le  véritable  mouvement  donné  par  les  équations  (i3)  du  n°  i, 
on  laisse  subsister  la  forme  des  expressions  elliptiques,  en  en  faisant 
varier  les  éléments.  Dans  cette  supposition,  l'on  a  entre  les  six  élé- 
ments troublés  p,  i,  Q.,  p,,  /, ,  0t,  trois  équations  au  moyen  desquelles 
on  exprime  immédiatement  les  trois  quantités 

\p,  cos  i{ ,     \Jp,  sin  it  sin  Q{ ,     \p,  sin  i,  cos  Q, , 

par  les  trois  autres 

\lp  cos  1,        \p  sin  i  sin  Q.,         \ip  sin  i  cos  il. 

En  effet,  en  substituant  les  formules  (1)  dans  les  formules  (i5)  du  nu  I, 
l'on  trouve  entre  ces  quantités  les  simples  relations  suivantes  : 

I  p.k  \p  cos  i  -4-  fij  k,  \/p{  cos  i,  =  c2, 

\  [xk  \jp  sin  i  sin  Q.  +  p.t  kt  \p,  sin  i\  sin  Q,  =  c, 

'  p.k  \p  sin  z'cosû  +  ju.,  A,  \[pt  sin  /,  cosQ,  =  c,, 

c,  ct,  c2  étant  des  constantes  arbitraires. 

On  sait  que  l'on  peut  disposer  de  la  direction  des  axes  des  coordon- 
nées de  manière  à  faire  évanouir  deux  des  trois  constantes  c,  ct,  c2. 
Supposons  donc 

c  =  o,        c,  =  o, 

le  plan  des  x  et  y  sera  celui  auquel  Laplace  a  donné  le  nom  de  plan 
invariable.  En  faisant 

c  =  c,  =  o, 

les  équations  (3)  se  changent  dans  les  suivantes  : 

[  p.k  sjp  cos  i  ■+■  ju,,  A,  \//j,  cos  /,  =  c„, 
W  \  fi  A"  \p  sin  1  -+-  [j.,  A,  \fpf  sin  /,  =  o, 

(  Û=Û,. 

Les  deux  premières  de  ces  formules  font  voir  que  les  inclinaisons  des 


(6) 
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plans  des  deux  orbites  au  plan  invariable  sont  parfaitement  détermi- 
nées par  les  deux  paramètres ,  et  vice  versa.  Nommant  1=  i,  —  i 
l'inclinaison  mutuelle  des  deux  plans,  on  déterminera  I  par  la  formule 

(5)  4  W-.  kk,  \Jppt  sin  P  =  \[j.f,  \Jp  -+-  fj.{  k,  v>,  }2  —  c, 

et  ensuite  on  aura  iet  i,  eux-mêmes  par  les  formules 

c,  sin  z,  =  p.k  \Jp  sin  I , 

c2  sin  i  =  —  p.,  A,  sfpt  sin  I. 

Il  suit  de  ces  formules  que  le  plan  invariable  passera  constamment 
entre  les  plans  des  deux  orbites.  On  voit  par  la  troisième  des  for- 
mules (4),  que  l'intersection  commune  des  plans  des  deux  orbites  se 
meut  dans  le  plan  invariable.  Je  remarque  que  la  position  du  plan 
d'une  orbite  est  indépendante  de  la  forme  que  l'on  suppose  à  cette  or- 
bite, et  qu'elle  est  entièrement  déterminée  dès  que  le  centre  du  mou- 
vement ou  l'origine  des  coordonnées  est  fixé.  En  effet,  ce  plan  est  celui 
qui  passe,  dans  chaque  moment  du  temps,  par  l'origine  des  coordon- 
nées et  par  deux  positions  consécutives  de  la  planète. 

4.  L'intersection  commune  des  plans  des  deux  orbites  tournant  au- 
tour du  centre  des  coordonnées  dans  un  plan  fixe  dans  l'espace  ,  et  que 
l'on  prendra  pour  celui  des  x  et  des  y ,  il  paraît  naturel  de  prendre 
pour  variables, 

Les  deux  rayons  vecteurs r  et  r, . 

Leurs  distances  au  nœud  ascendant  commun  des  plans  des 

deux  orbites v  et  y,, 

Les  inclinaisons  de  ces  plans  au  plan  invariable i  et  /, , 

La  longitude  du  nœud  ascendant  commun  des  deux  plans 

ou  sa  distance  à  l'axe  des  x Û. 

Par  les  formules  connues  de  la  trigonométrie  spbérique ,  on  aura 

x  =  r  (cos  Q  cos  y  —  sin  Q,  cos  i  sin  y), 
y  =  r  (sin  Q.  cos  y  +  cosQ.  cos  i  sin  y), 
z  =  rsin  /sin  y, 

x,  =  rt  (cos  0  cos  y,  —  sin  0  cos  z,  sin  y4), 
y,  ==  r,  (sin  Q  cos  y,  -+-  cos  Q  cos  z,  sin  y,  . 
r,  sin  z,  sin  y,. 


' 


- 
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Nommons  au  l'angle  de  deux  rayons  vecteurs  consécutifs  de  la  pre- 
mière planète  fictive;  comme  dans  le  plan  de  l'orbite  d'une  planète  se 
trouve  aussi  sa  position  consécutive,  on  tirera  des  formules  (  i)  les  deux 
systèmes  de  formules 

|   d  -  =  —  (cos  Q  sin  u  +  sin  Q  cos  i  cos  u)  &v  =  A  âv , 

(2)  '    d-  =  —  (sin  Q  sin  v  —  cos  ûcos/  cosu)  dv  =  Biïv. 

d  -  =  sin  i  cos  u  «Ju  =  C<?u  ; 

/  rf  -  =  Adv  +  A'rfi  -  -  dQ, 

r  r 

(3)  \dy-  =  Bdv  -+-  B'di  +  -  dQ. 

rf-  =Gdv-hCdi, 

\      r 

en  faisant 

[  A'  =  sin  Q  sin  /  sin  u, 

(4)  <  B'  =  —  cos  Q  sin  î  sin  u, 
(  C  =  cos  i  sin  u. 

U  suit  des  formules  (a)  et  (3), 

!o  =  A  (çlv  -  c?u)  +  A'di  —  r-dQ, 
o   =  B  (rfu  -  c?u)  H-  B'rft  +  -  dQ , 
o  =  C  {du  —  dv)  +  Gdi. 
On  tire  des  formules  (1),  (a)  et  (4), 

cosû.A  +  sinû.B  =  —  sin  v , 
(6)  <        cos  Q. A'  +  sin  Û.B'  =  o, 

'    —  cosÛ.j"  -+-  sinQ..r  =  —  r  cos  f  sin  y. 
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On  aura  donc,  d'après  les  formules  (5). 

t   âv  —  ch  =  cos  idQ.  =  tanç  u. .- 

|  °       tang  i 

{7)  ,,n 

f  rfil  =  tan»  u.- — ;■ 

La  formule 

r)-j  —  dv  =  cos  idQ 

peut  être  déduite  aisément  de  la  considération  d'un  triangle  sphérique 
formé  par  les  côtés 

dQ.,      u  -H  o^u.     y  —  rfu. 


Soient 

(8) 


cosÛ  =  ncosp.  sin  Q  =  n'cosp'. 

cos  i  sin  û  =  «  sin  p,     cos  i  sin  û  =  ri  sin  // . 


Ix  =  r.«  cos  (y  -+-  /?),  j  =  /•.  rc'  cos  (u  —y? 

d.-=  —«sin l'y  -+-  p)dv\      d.-  —  —  «'sin 'y  —  p'   dv 

Il  s'ensuit  de  ces  formules . 

xd.-  —yd.-  =  rnri  sin  [p  —  p')  âv, 
rd.-  —  zd.-  =  rsmi.n'  cosp'.&v, 
zd. xd.-  =  —  rsini.ncosp.âv, 

T  r  ' 

ou,  en  substituant  les  formules  (8  , 

i  xdj  —  jdx  =  rrcosi.&v, 
[O  ydz  — zdy  =  rrsin  Q  sin  . 

l  zdx  —  xd:  =  —  /rcos  û  sin  i.&v. 

Ajoutant  les  carrés  de   ces  équations .   on  a .    d'après   des  formules 
connues. 

rr(dx*  -+■  dj*  -+-  dz-  —  dr-   =  /  '(h»*, 
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ou 


(n)  dx dx  -+-  dy  dy  -+-  dzdz  =  r/rr//-  -+-  rrâvâv. 

Pour  avoir  des  formules  semblables  par  rapport  à  la  deuxième  des 
planètes  fictives ,  on  n'a  qu'à  ajouter  un  trait  à  chaque  lettre  dans  les 
formules  (2),  (10)  et  (1 1),  pourvu  qu'on  nomme  dv,  l'angle  que  forment 
ses  deux  rayons  vecteurs  consécutifs.  Donc,  puisqu'on  a  û,  =  û,  il 
viendra ,  d'après  la  seconde  des  formules  (7}, 

/       ,  di  di, 

(12)  tang  y  .^— .  =  tangu,.^—  • 

Mettant  c  =  c,  =  o  dans  les  formules  (r5),  n°  1,  et  substituant  les 
formulés  (10),  ainsi  que  leurs  semblables  relatives  à  la  deuxième  pla- 
nète, on  a 

|  j7.rrcos/.c?L)  -+-  (a,  r{?\  cos/,  .  o\i,  =  c.,dt. 
[  []. rr  sin  i.âv  +  p.,  /',  rt  sin  /, .  o\i ,  =  o. 

De  ces  formules  on  tire  les  valeurs  suivantes  de  c?u  et  de  c?u,, 


'3) 


(«4) 


.  ,  di  c.  sin  ;       , 

du  —  du  -+-  tangu .  =  r-7  cit, 

.  ,  di,  c2sioi       , 

oV  =  av.-t-  taneu, r  =  —  f-7  at 

1  '  &      tangi,  (*|/-,r,sinl 


où,  comme  ci-dessus,  on  a  fait  I  =  /,  —  i.  Substituant  la  première  de 
ces  formules  dans  la  première  des  formules  (10).  il  vient 

dy  dx  c, situ,  cosi 

(15)  X  Tt  ~  ?  ~dt  —   _ jUmï 

La  différentielle  de  cette  quantité  sera  égale  à 

_  *  sin'?  a»*'  rf      sinl        _  r,  smi]œsr  rf    tfln     ^  ^  . 

(x        sin  r  sin/(cosf  u.        sinl 

on  aura  donc 

(16)  x%-ïdi  =  jdb  («n'.cosf,  J-sinicos^]- 
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On  tire  encore  des  formules  (  i  i)  et  (i4)  la  suivante 


fl7)  COS  i.dv    —   COS/V/u,   =  -r--; 


sirw,  cos/,  sin  1  cos/ 


dt. 


L'expression  de  la  force  vive  du  système  est  fournie  par  la  formule  (4), 
11"  1,  et  par  les  formules  (1 1)  et  (i4)  données  ci-dessus, 


I»*=4"®,  +  ®"j+*["*Ge)' 


<  <D\ 


sin/'  sin  ("' \  /dr\2  /'''A2 


sinl2\  p/r      '     fi,/-,/-,  /  ^  \dt)  '   \dt 


Les  formules  (1 2)  et  (19),  n°  1,  donnent 

2  T  =  alJ 

(l'-l\  f'/r\:  l</r'\2  T7  / 


/  2T=2U  —  2  A, 


d'où  vient 

^  J  c       |  sin/;  sin  e  , 

^T,\  LH +aA=o. 

sin  I;  [    y.rr  jx,  r,  r,  J 

Remarquons  encore  la  formule  qui  dérive  des  formules    1), 
(21)        xj,  —  yx,  =  rr,  (cos  i,  sin  v,  cos  u  —  cos/sinu  cos  u, 
Des  formules  (12)  et  (16)  on  tire 

SrfV           d2x                ( ■■  sin  /',  .    .  .   .  .'«fi 

e  —i-  —  >  = : : — -  (cos  (,  sin  u,  cos  u  —  cos  /  sin  j  cos  j,  )  — 
efc!        •    dt-        ucos-jsinu.sinl-  dt 

■     ■  1  \   /• 

1  c2sin«i  (arj, — yx,)  ai 

ficos-jsinj.sinl'-rr,  rfr 

Substituant  cette  formule  dans  la  dernière  des  formules  (i4)  ,  n°  1,  i! 
vient 

c,  sin;',  di  (mm,-i7S7  wmlylol  mtm.yS\ 

2  i  r1 r— r; 7   =   —      ; i : 1 : ■ 

1  ns-j  sin  u,  sin  I-  rr,  dt  \       p,  p,  p'       / 
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Comme  on  a,  d'après  les  formules (i  i )  et  ( 1 4) ? 

(  jcd2jc  +  jdaj  -+-  zd-z  =  \d-.rr  —  (drdr  -+-  rrdv3 

1  •  '  jo  o       sin  jj         ,  a 

z  (x-  r2  sin  I- 

il  suit  des  formules  (i 3),  n"  1, 

d~r         c,r.    sin  i\  mm  fi(fir  ■+■  '1_r,  cosV) 

25)       *'  ~~    ^  sinIV3  P' 

mmrf,  ('/,r  -f-  <î,  r,  cosV)         «2,111,7  ('/""  "+"  ^ri  <'os^') 


p;  p 

Des  formules  (18)  et  (2 5)  on  peut  déduire  la  suivante 

c\      ,  sini'  c\        ,  sin:  ia 

I  u.rr      'sin  F         iii  r,r,        sin  F 

2Ô^  {  /  *  *  *\ 

l  V    p^  pî  p3    / 

<  m  obtient  aussi  la  valeur  de  r/V  en  observant  que,  dans  l'équation 
cos  V  =  cos  v  cos  v,  -+-  cos  I  sin  u  sin  u, , 

on  peut  mettre  en  même  temps  V  -+-  r/V,  u  -+-  oV  vt  -f-  ovj,  au  lieu  de 
V,  u,  u,,  ce  qui  donne 

sin  YdV  =  (sinu  cos  y,  —  cos  I  cos  y  sin  v,)  qvj 


fan) 

I  +  (cos  u  sin  u ,  —  cos  I  sin  u  cos  u,)  chi , . 

Si.   dans  le  triangle  sphérique  formé  par  les  cotés  V,  u,  u,,  on  nomme 
-.  et  p,  les  angles  opposés  aux  côtés  j  et  u,,  on  a 

'28)  </V  =  cosç<?u -t- cosç,o\>,, 

formule  qui  fournit  l'interprétation  géométrique  de  la  formule  (27). 

Les  formules  (i4),  (23)  et  (27)  pourront  servir  à  vérifier  la  for- 
mule  26  . 

5.  Entre  les  six  quantités 

r,  r,  ;     v,  v,  ;     i,   i, 

et  le  temps  t,  on  a,  d'après  les  formules  (12),  (i/j),  (19),  (23)  du  pré- 

42.. 
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cèdent  article,  les  équations  suivantes,  qui  pourront  servir  à  dévelop- 
per ces  quantités  en  fonction  du  temps. 

Equations  différentielles  du  problème  des  trois  corps, 
di  di, 

I.  taue  j    - — =taneu).- — d 

D        sin  (  D         sin  /, 

di  ,  c-  sin  i,  dt 

IL  tangu (-  av  =  — ~^-r  —  ■> 

D         tang  <  ji    sin  I   rr 

III.  tan 

IV. 


cos  j  sin  y,  sinl  rr, 

cl      /sin  il  sin  i-  , 

V.  -r^p -i -H  u.  { - 

sin  1-  *  prr  p,/-,r,y         '     \dt 

VI.  ^(^  +  ft|r,r,);=aU_4A 

On  a  mis  dans  ces  formules 


mm, 


?-  ?'  p 

po  =  yyrr  +  i'j$ri\  cos  V  +  ùùi\i\. 

'  '  i .'  '  =  Vi  Vi  rr  +  2'/ <  ^  /ri  cos  V  +  ^i  ^  r<  '< ' 
p2  o„  =  y2  y2  /■/'  -i-  2  y2  c?2  /y,  cos  V  -f-  o\  o\  /',  r, . 

^cosV=  cosu  cosu,  +  cosl  sin  y  sin  y,. 
Entre  les  six  constantes  y,  o\  etc..  on  a  les  équations  de  condition 

(    y  -  y.4  —  y*  =  o, 

(a)  «?  -h  o\  -f-  o\  =  o. 

'  mtm2yâ  —  mamyt&,  —  mmty2&3  =  o, 

où  m,  mn  ?/i2  sont  les  masses  du  Soleil  et  des  deux  planètes.  Donc  trois 
des  constantes  y.  &,  etc.,  pourront  être  prises  à  l'arbitraire.  Les  quan- 
tités u.  et  a,  sont  déterminées  par  les  formules 

|  Mu..=  nhin,-/'/  —  7»27«y,y,  +  mm,-/.//,, 

'     Mp,,  =  7»,  7772  (W-f-   )>l2JtVjt  C?,    —   Z77777,  t?a  #2, 

M  étant  la  somme  des  trois  masses. 
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Après   avoir  intégré  complètement  le   système  des   six   équations 

(I  à  VI),  on  a  encore  à  déterminer  l'angle  Q  au  moyen  de  la  formule 

VII.  dQ  =  tsmsv.-^-, 

°       sin  / 

ce  qui  se  fait  par  une  simple  quadrature.  On  formera  ensuite  les  six 
quantités 

x  =  /■  (cos Q  cos u  —  siniî  cos/sin  v), 
y  =  r  (sin  0  cos  v  -+-  cosû  cos  i  sin  y), 

z    =  r  sin  i  sin  y, 

(4)  \ 

1  a74=  r,  (cos  Q  cos  u,  —  sin  ûcos/,  sin  u,), 

j-,  =  /-,  (sin  Qcosy,+  cos  Qeosi,  sin  y,), 

1   z,  =  r,  sin  /,  sin  y(, 

et  les  six  constantes 


(5) 


M 

m 

,8 

— 

m  S, 

M 

m 

8, 

— 

mx  8 

après  quoi  on  aura  les  coordonnées  rectangulaires  du  Soleil  et  des  deux 
planètes,  rapportées  à  leur  centre  de  gravité,  le  plan  invariable  étant 
pris  pour  celui  des  x  et  y, 

,  S,  =  ax  -+-  (jxt,     S,  =  a,x  +  fi,x,,     Ç2  =  a..2x  -t-  [j2xn 

(6)     ^  yj  =  ay  +  jSr,,     >?,  =  cc,y  +  /3(j,,     >?2  =  a2y  -+-  [ï.2yt7 

[  Z  =  az  +  /3s4 ,     Ç,  =  a,  s  +  /3,  sl9     Ç2  =  aa  2  4-  /3,  ;, . 

Voilà  doue  le  problème  des  trois  corps  réduit  à  l'intégration  des  six 
équations  (I  à  VI)  et  à  une  quadrature.  Les  six  équations  différen- 
tielles (là  VI)  sont  toutes  du  premier  degré,  hors  une  seule  qui  est  du 
second,  et  il  n'y  entre  aucune  trace  des  nœuds. 
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NOTE    RELATIVE    A    L'ELIMINATION; 
Par  M.  FINCK, 

Professeur  de  Mathématiques  ;'i  Strasbourg. 


Ce  qui  suit  a  trait  au  Mémoire  sur  le  degré  tle  l'élimination,  par 
M.  Minding.  (Tome  VI  de  ce  Journal,  page  412-)  Pour  déterminer  ce 
degré,  l'auteur  emploie  la  réduction  en  séries,  appliquée  aux  ra- 
cines d'une  équation.  Pour  faire  descendre  dans  les  éléments  la  pro- 
priété en  question,  j'ai  dû  chercher  à  éviter  les  séries.  Voici  com- 
ment j'y  parviens. 

Soit  l'équation 

f  x\y*+...  -+-x*  (  j*-\-...)->rxi{  y1 +...)+x(  y +...)-+- y* +...=?  o. 

Je  nomme  a,,  a2,  a3,  a,  les  quatre  valeurs  de  x;  je  les  suppose  rangées 
d'après  leur  degré  en  y,  at  étant  celle  dont  le  degré  est  le  plus  faible. 
Soit /une  indéterminée;  divisons  l'équation  (  i)  par  y1"  et  par  le  fac- 
teur de  x*\  il  vient 

W 


)'--'  —  ...       v/+'+...        .1"-" 

On  cherchera  s'il  est  possible  de  disposer  de  i.  de  telle  sorte  que,  parmi 

les  quatre  valeurs  de —5  il  y  en  ait  trois  qui  soient  nulles,  et  que  la 

quatrième  soit  finie  et  différente  de  zéro  si  y  =  <x>;  la  valeur  de  /'  qui 
satisferait  à  cette  condition  serait  le  degré  de  a,.  Pour  cela,  il  faut  et  il 

suffit  que,  dans  le  coefficient  de  f— .)  ,  le  dénominateur  soit  de  même 

degré  que  le  numérateur,  tandis  que  dans  les  suivants,  le  dénomina- 
teur doit  être  d'un  degré  supérieur  à  celui  du  numérateur  corres- 
pondant. 
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On  essaye  donc 

6  -+-  i  =  2,     6  +  ii  >  7,     6  -+-  3/  >  i,     6  +  4'  >  '->-• 

La  valeur  i  =  —  4>  tirée  de  la  première  relation  ,  ne  satisfait  point  aux 
autres,  d'où  l'on  conclura  que  a,,  a2  sont  du  même  degré.  Pour  déter- 
miner ce  degré,  on  posera,  par  rapport  à  l'équation  (2), 

6-t-*~2,     G  +  2/  =7,     6+3/>i,     6  +  4£>2j     d'où     i=-|, 

qui  remplit  toutes  les  autres  conditions.  Donc  a,,  a2  sont  du  degré  \. 

Pi  éprenant  l'équation  (2),  on  sait  que  parmi  les  quatre  valeurs  de  —  - 

il  y  en  a  deux  qui  deviennent  infinies  avec  y  si  i  <  \.  Relativement 

aux  deux  autres  valeurs  de  —,  on  supprimera  donc  les  deux  premiers 

termes  de  l'équation  (2),  et  on  la  divisera  par  le  facteur  de  (  —  j  ;  d'où 

x       r -h...  y2 -h... 


\yj       y'  r+'+---        f 

Cherchons  si  avec  y  =  00,  le  dernier  terme  peut  s'annuler  sans  que 

le  facteur  de  —  s'annule.  A  cet  effet,  il  faut  que  7  4-  z"=i,  et  7  -+-  2/>2, 

ce  qui  ne  se  peut.  Donc  a3,  ak  sont  du  même  degré.  Pour  déterminer 
ce  degré,  on  fera 

7  +  i  ~  1  >      7  -t-  21"  =  2,     d'où     i  =  —  ■§•; 

c'est  le  degré  de  a3  et  a.,,. 

En  appliquant  fa  méthode  aux  exemples  de  M.  Minding,  on  retrouve 
ses  nombres.  Je  pense  que  ce  qui  précède  suffit. 
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SUR   L'ÉQUATION 


A« 


dx-  in  ■+-  ibx  ■+-  «' 

Pau  M.  BESGE. 


On  devrait,  ce  me  semble,  dire  un  mot  de  cette  équation  (où  A,  a. 
h.  c  sont  des  constantes  quelconques)  dans  les  Traités  élémentaires;  car 
elle  est  du  très-petit  nombre  de  celles  qu'on  peut  intégrer  sous  forme 
finie.  En  effet,  si  l'on  pose  //  =  eSrdx,  il  vient 

dr  ,  A 

dx         J  (a  -+■  ibx  -+-  ex1  ? 

Or  Euler  a  reconnu  [*]  et  il  est  facile  de  vérifier  qu'en  prenant 

l>  +  k  -+-  ex  ,  ,        T"5 : — r 

Y  — ZL_ H ,     et     k  —  ±.  \  b2  —  ac  -4-  A, 

''  a  -+•  ibx  +  ex1 

on  satisfait  à  cette  dernière  équation.  Il  est  donc  aisé  de  trouver  deux 
valeurs  particulières  de  u,  et  par  suite  de  former  l'intégrale  complète  de 
l'équation  linéaire  du  second  ordre  dont  u  dépend. 


'     Voyt  z  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg  ,  t.  III,  1809  et  1810. 
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DÉVELOPPEMENTS  SUR  UN  THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE; 
Par  J.   LIOUVILLE. 


1.  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  d'une 
courbe  géométrique  plane  avec  la  série  complète  des  tangentes  qu'on 
peut  lui  mener  parallèlement  à  une  droite  donnée,  est  un  point  fixe 
qui  ne  dépend  en  aucune  façon  de  la  position  de  cette  droite.  Cette 
proposition  curieuse  de  géométrie  a  été  donnée  d'abord  par  M.  Chasles 
qui  l'a  déduite  fort  élégamment  d'un  théorème  de  Newton  sur  les  dia- 
mètres des  courbes.  Je  l'ai  démontrée  ensuite  dans  le  tome  VI  de  ce 
Journal  (page  3G3),  en  faisant  usage  d'une  méthode  particulière  d'éli- 
mination. 

Représentons,  en  effet,  par 

M(jc,j)  =  o,     ou  simplement  par     M  =  o, 

l'équation  de  la  courbe  géométrique  rapportée  à  deux  axes  quelcon- 
ques or,  oj,  et  par  a  un  paramètre  arbitraire.  Soient  m  le  degré  de  M, 
et  .r,  l'abscisse  du  centre  des  moyennes  distances  des  m  (in  —  r)  points 
de  contact  dont  nous  venons  de  parler;  m  {m  —  i)xt  aura  pour  valeur 

la  somme  ^x  des  racines  x  de  l'équation  finale  résultant  de  l'élimi- 
nation àej  entre 

M  —  o,      et     — — h  a  —  =  o. 

ilx  cly 

Or,  en  décomposant  M  dans  la  somme  des  groupes  homogènes  de  de- 
grés m,  m  —  1,...  qui  le  composent,  à  savoir, 

Tome  IX.  —  Octobre  1844.  A  3 
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j'ai  obtenu  pour  5] .r  l'expression  suivante 

où  le  V  du  second  membre  s'étend  à  toutes  les  racines  a  de'f{(z)  =o 
et  où  l'on  doit  faire 

,  _       /  («) 

je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que 

Cette  valeur  de  Yx  étant  indépendante  de  a,  .r,  n'en  dépend  pas  non 
plus,  et  c'est  en  cela  précisément  que  le  théorème  énoncé  consiste. 

2.  Mais  en  discutant  de  plus  près  la  valeur  de  x{  et  se  rappelant  que 
les  équations  des  m  asymptotes  de  la  courbe  sont  comprises  dans  la 
formule  générale 

j  =  ax  -+-  a', 

on  est  conduit  à  un  résultat  assez  intéressant  que  je  vais  faire  connaître, 

a  savoir,  que  le  point  nxe  C  est  aussi  le  centre  des  — points 

de  rencontre  mutuelle  des  asymptotes  de  la  courbe  géométrique  à  la- 
quelle on  mène  les  tangentes. 

Pour  le  faire  voir  de  la  manière  la  plus  simple,  observons  que  la  va- 
leur àext  dépendant  des  seules  fonctions  /  et  j\  ne  dépend  ,  par  cela 
même  .  que  de  la  position  des  asymptotes  de  la  courbe;  celle-ci  pourra 
donc  sans  inconvénient  être  remplacée  soit  par  une  autre  ligne  de 
degré  m  ayant  les  mêmes  asymptotes,  soit  encore  par  le  groupe  de  ces 
'asymptotes  qu'on  peut  regarder  comme  composant  une  ligne  de 
degré  m,  dans  ce  dernier  cas,  au  lieu  de  M  on  prendra  le  produit 

11  [y  —  ax  —  a'). 

qui,  lorsqu'on  l'égale  à  zéro,  fournit  successivement  toutes  lesasymp- 
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totes;  on  pourra  d'ailleurs  faire  a  =  o,  puisque  2 x  ne  dépend  pas 
(iij  a,  et  au  lieu  des  deux  équations 

tin  rfM 


dx  ™    dy 


on  aura  celles-ci 


/  ,  fi 

ïl  (y  —  ax  —  a  )  =  o,       -y-  n  y  y  —  ax  —  a. ')  =  o. 

Pour  m  =  3,  par  exemple,  ces  équations  sont  de  la  forme 

(y  —  ax  —  a')  {y  —  a,x  —  at)  (jr  —  a2x  —  a's)  =  o, 

et 

a  (j-  —  a,x  —  a!j)  (  7  —  a2x  —  a2)  j 

H-  a,  (_/  —  ax    —  a'  )  ( j'  —  a„.r  —  a3)  J  =  o. 

+  «2  (j  -  «•*"  -  a'  )  [J  -  a,x  -  a'J  ) 

L'une  a  pour  premier  membre  le  produit  des  facteurs  (y  —  ax  —  a'), 
et  l'autre  la  somme  de  leurs  produits  (m  —  1)  à  (m  —  1),  multipliés  res- 
pectivement par  les  diverses  valeurs  de  a. 

La  première  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  égalant  à  zéro  un  des  fac- 
teurs y  —  ax  —  a!,  ce  qui  fournit  une  quelconque  des  asymptotes ,  et 
pour  que  la  seconde  ait  lieu  ensuite,  il  faut  qu'un  autre  de  ces  facteurs 
soit  aussi  nul.  Donc  les  valeurs  de  x,y  formant  une  solution  appar- 
tiennent aux  poiots  de  rencontre  des  asymptotes  entre  elles,  lesquels 
points  doivent  d'ailleurs  être  pris  chacun  deux  fois;  la  somme  des  va- 
leurs de  x  répondant  à  ces  points,  et  ainsi  doublée,  fournil  la  valeur 

de  ^x.  Pour  avoir  x,,  il  faut  la  diviser  par  m(m  —  1)  ou  par  le  double 

du  nombre  des  points  de  rencontre  mutuelle  des  m  asymptotes.  L'ab- 
scisse xt  coïncide  donc  (et  cela  quel  que  soit  l'axe  des  x)  avec  l'abscisse 
du  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points  de  rencontre  mutuelle. 
De  là  le  théorème  que  nous  voulions  établir. 

3.  11  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  ici  que,  quand  on  a  rem- 
placé la  courbe  géométrique  proposée  par  son  groupe  d'asymptotes  , 
il  n'y  a  plus  à  proprement  parler  de  tangentes  parallèles  à  une  droite 
quelconque;  mais  ces  tangentes  sont  analytiquement  remplacées  par 

43,. 
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des  droites  passant  aux  points  de  rencontre  des  asymptotes  entre  elles  ; 
droites  dont  chacune  jouit ,  en  effet,  de  la  propriété  fondamentale  des 
tangentes  de  couper  la  ligne  de  degré  m  que  nous  considérons  actuel- 
lement (le  groupe  des  asymptotes)  en  deux  points  infiniment  voisins. 
Si  l'on  ajoute  que  les  points  de  rencontre  des  asymptotes  sont  des 
points  doubles,  on  comprendra  que  notre  théorème  pourrait  être  ainsi 
démontré  sans  aucun  calcul.  Mais  la  marche  que  nous  avons  suivie 
parait  plus  nette  et  plus  claire.  En  tous  cas  il  était  essentiel  d'insister 
sur  ce  qu'on  peut  à  la  courbe  géométrique  donnée  substituer  pour 
la  recherche  du  point  C  toute  autre  courbe  géométrique  ayant  les 
mêmes  asymptotes.  Quelquefois,  en  effet,  il  arrivera  que  les  points 
de  contact  étant  imaginaires  pour  la  courbe  primitive  cesseront  de 
l'être  pour  une  autre  courbe  par  laquelle  on  la  remplacera.  On 
pourra  de  cette  manière,  et  en  opérant  sur  la  nouvelle  figure,  trouver 
graphiquement  le  point  C. 

4.  La  démonstration  du  n°  2  est  à  la  fois  simple  et  directe.  Mais  il 
est  bon  d'en  donner  une  autre  toute  analytique  et  déduite  de  l'expres- 
sion même  de  'Sx  rapportée  au  n°  i. 

Et  d'abord  cette  valeur  peut  être  simplifiée  et  réduite  à 

2—  -  27tW- 

en  effaçant  le  terme 

qui  est  nul ,  d'après  un  théorème  connu  ,  puisque  y,  (a)  est  au  plus  de 
degré  m  —  a,  tandis  que  l'équation  J'(a)  =  o  est  de  degré  m. 

Soient  a,  a,,...,  a,„_,  les  in  racines  dey(a)  =  o,  et  «',  a',,...,  c/.'m_, 
les  valeurs  correspondantes  de  a'.  On  aura,  quel  cpie  soit  l, 

f(t)  =  {t-  a)  {t  -  a,)  ...  (t  -  «,„_,)  =  {t-  a)  <p  (0, 

d'où 

f(t)  =  (i-a)<p'(t)+   9(0, 

f"(t)  =  (t-a)<p"(t)  +  ^(t); 
par  suite,  pour  /  —  a, 

/  '  a)  =  <p  (a) ,    /"  (a)  =  2  ?'  a) , 
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et  de  là 

/»  _  „  ?'  W  _  „  f_j ,  '     \ 

/'(a)    ~   2   ?(a)"-    2  ^m^+---+  TZ^—J- 

La  valeur  de  ^jr  ou  de  w  (m  —  1)  x,  peut  donc  s'écrire 

Le  signe  ^  se  rapporte  ici  aux  diverses  valeurs  que  a  peut  prendre, 

les  racines  a,,  a2,...,  am_,  devant  être  changées  en  même  temps  de 
manière  à  ne  contenir  jamais  que  les  racines  qui  restent  quand  on  a 
mis  a  de  côté.  Ainsi  on  pourra  écrire  encore 


m(m-i).r,  =£2^1;' 


et 


'  7»(m  —  l)  £d^é    a.,  —  x, 

en  donnant  à  i  et  s  toutes  les  valeurs  o,  1 ,  2,...,  (m  —  1),  sans  pourtant 
jamais  faire  /  =  s  dans  un  même  terme.  Mais  les  équations  de  deux 
asymptotes  quelconques  étant 

y  =  ttt  x  -+-  a', ,    j-  =  a5  .r  4-  a', , 
on  en  conclut,  pour  l'abscisse  de  leur  point  de  rencontre. 


par  suite,  x,  est  l'abscisse  du  centre  des  moyennes  distances  de  ces 
[joints  de  rencontre;  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

5.  Reprenons  la  formule 
ou  plutôt ,  en  supprimant  le  second  terme  qui  donne  une  somme  nulle , 
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et  remplaçant  a.'  par  sa  valeur, 

vr_  yf" M/.(«) 

En  représentant  par  /x,  ;j.,,...,  fJ-m_2  les  (m  —  i)  racines  Aef  (p.)  =  o, 
on  a 

>t-   = 1 h...+ ; 

/    (a)  «  —  p.  a  —  (*,  a — fi„_, 

il  vient  donc 

Or  on  sait  que  généralement 

v    •*(«)    _  _  iiM 

-i(a-fi)/'(a)-  /((if 


i)oiu 


Y*  -  -  [âlÂ  _u  Mill  +  etc   1  -  -  y  %* 
et  par  conséquent 

le  signe  Y  se  rapportant  cette  fois  aux  racines  \x  dej'  (p.)  =  o. 

Cette   transformation  va  nous  fournir   une  nouvelle   propriété   du 
centre  C. 

(i.   Les  deux  équations 

rfM  {x, y)  e/M 


dx  dy 


G. 


considérées  à  la  fois,  déterminent  en  général;///  —  i)2  points  qui  ne 
sont  situés  que  clans  des  cas  très-particuliers  sur  la  courbe  représentée 
par  M  (pc, y)  =o  dont  ils  deviennent  alors  des  points  multiples.  La  po- 
sition de  ces  (m  —  i)2  points  ne  dépend  pas  désaxes  particuliers  ox,  oj 
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auxquels  il  nous  plaît  de  rapporter  la  courbe  [*].  Us  ont  avec  cette 
courbe  une  liaison  intime  et  se  présentent  utilement  dans  la  théorie 
des  polaires.  Je  me  propose  de  montrer  ici  que  leur  centre  des  moyennes 
distances  coïncide  avec  le  point  C. 
Continuons  à  poser 

M  {X,J)  =  a'7(J)  +  *m-7.  g)  +■■; 
et  faisons  de  plus 

»</W -(/'(')  =  F  (0, 

(/«  -  0/;  (*)-*/",(*)= p.  (*)> 


les  équations 


dM(x,y) dM{x,y) 

dy       ~  °  '       ~~rf~  ~  °  '■ 


prendront  la  forme 

x,n-,  p      g\    +    x,n-2    F,  Q   +  ...   =  O, 

et  la  somme  *Sx  des  abscisses  des  points  dont  elles  déterminent  la 


[*]  Soient,  en  effet,  x',  y'  les  coordonnées  pour  d'autres  axes  oV,  o'y';  les  valeurs 
<le  x,  y  en  x',  y'  étant  linéaires,  on  aura 

rfM  _     rfM  rfM  dU  __    ,dU  ,  <m 

17  ~  p  7/1 +  q  ~~îiy~  '        Sp  ~  ''  Tiï-  +  q  17  ' 

où  p,  q,  //,  q'  sont  des  constantes.  Les  équations 

dm  _         <m  _ 

dx  dy 

entraînent  donc  celles-ci 

dU  dM 

7/Z  =  °'      dy=0> 

qui  réciproquement  les  reproduiraient  à  leur  tour. 
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position  sera,  d'après  la  méthode  d'élimination  citée  plus  haut, 

Zr  —     Z,       ¥JZ)       ' 

le  signe  V  s'étendant  à  toutes  les  racines  u.  de  f'(jJ-)  =  o  et  aux  va- 
leurs de  fi!  corespondantes,  savoir 

Or  on  a 

F((x)  =m/"(fi),     F'(fi)  =  -p./"  I»,     F,  (p)  =  (m  -  ,)/,  (fi  -aj  ,    ;, 

Donc 

v  ~  _  y  v-f"  fc)  /  —  (CT — '  )/  (  (*)  +  f/'<  fr) 

et  de  là 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  fx'.  Il  en  résulte ,  pour  l'abscisse  du 
centre  des  moyennes  distances  des  (/«  —  if  points  dont  nous  avons 
parlé,  la  valeur  suivante: 

_      '      \SM  _  r 

m(iii-i)  A/"(fO  " 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

7.  On  peut  présenter  cette  même  analyse  sous  une  forme  un  peu 
différente,  ainsi  qu'il  suit.  En  prenant  deux  droites  quelconques  pour 
axes  des  x  et  des  y,  l'abscisse  x,  du  centre  C  sera  fournie  par  l'éga- 
lité 


"Sx  désignant  la  somme  des  racines  de  l'équation  finale  en  x  résultant 
de 

M  =  o,     -—  =  o. 

dr 
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D'un  autre  côté,  ^  x  désignant  une  somme  analogue  pour 
dM  dM 

Ja  formule 


~<        (m-iy 

donne  l'abscisse  x\  du  centre  des  moyennes  distances  des  (m  —  i)2 
points  déterminés  par  ces  deux  équations.  11  s'agit  donc  de  prouver 
que 


Or  on  a 


d'où 


Cela  étant,  servons-nous  encore,  pour  trouver ^^j  ^e  notre  méthode 
d'élimination ,  mais  en  prenant  comme  point  de  départ  la  seconde  équa- 
tion —  =  o  dont  on  substituera  les  racines  dans  la  première.  Il  vien- 

dy 

dra ,  réduction  faite, 

2*  2*  /(«) 

le  signe  ^  du  second  membre  s* appliquant  aux  racines  dey  (a)  =  o, 
ce  qui  a  fait  disparaître  un  terme  multiplié  par  /'  (a). 

Quant  à  la  somme  "S  oc ,  j'observe  d'abord  que  la  première  de  nos 

deux  équations 

du  du 

lto=0>      -dj  =  °' 

peut  sans  inconvénient  être  remplacée  ici  par 

dm 
xd7=°> 

Tome  IX.  —  Octoep.e  18^4.  44 
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ce  qui  n'introduit  dans  l'équation  finale  en  x  que  des  racines  nulles, 

soit  même  par 

dM  dU  _ 

d.r  J     dy 


mi  a  le  même  degré  crue 


dm 

x  —r-  =  o. 

dx 


et  dont  le  dernier  terme  est  nul  en  vertu  de  la  seconde  équation.  De 
là  ,  par  le  théorème  des  fonctions  homogènes,  l'équation 

"l3°mfi$)  +  (m  ~  l)x'""f>  (»)  +  -  =  °' 
qu'il  faut  combiner  avec 

f =*"-'/'©  +  «"/'.  (î)  +  ••■  =  »• 

D'après  la  méthode  indiquée,  on  en  conclut 

V'r  _  _  "'—  '    V  f'  W    _  "l~1  V  -r 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

8.   La  méthode  du  n°  7  s'étend  aux  surfaces.  Soit 

M  [x,j,  z)      ou     M  =  o, 

une  équation  de  degré  m  représentant  une  surface  géométrique  quel- 
conque. On  sait  que  le  centre  G  des  moyennes  distances  des  m(m  —  i)2 
points  de  contact  de  cette  surface  avec  la  série  complète  des  plans  tan- 
gents qu'on  peut  lui  mener  parallèlement  à  un  plan  donné  reste  fixe 
aussi  lorsqu'on  change  à  la  fois  la  direction  commune  de  tous  ces  plans 
tangents  sans  altérer  leur  parallélisme.  Nous  allons  montrer  que  ce 
point  G  jouit  d'une  propriété  toute  semblable  à  celle  que  nous  avons 
reconnue  pour  le  point  analogue  dans  les  lignes  planes.  Les  trois  équa- 
tions suivantes 


dU 

dU 

dM 

=   O  . 

—  o, 

dx             ' 

dy   ~ 

7/F 
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déterminent,  en  effet,  {m  —  i)3  points  évidemment  toujours  les  mêmes 
quelle  que  soit  la  position  ou  l'inclinaison  mutuelle  des  axes  ox,  oy,  oz 
auxquels  la  surface  est  rapportée,  et  qui  ne  sont  situés  sur  la  surface 
que  dans  des  cas  très-particuliers.  Ces  points  se  présentent  utilement 
dans  la  théorie  des  polaires,  et  leur  liaison  avec  les  points  singuliers  de 
la  surface  est  manifeste.  Or  je  dis  que  leur  centre  des  moyennes  dis- 
tances coïncide  précisément  avec  le  point  C. 

En  prenant  un  plan  quelconque  pour  plan  des  jz,  l'abscisse  x,  du 
point  C  pour  ce  plan  sera  fournie  par  l'égalité 


m  [m  —  i)2 

Z;X  désignant  la  somme  des  m'm—  i)2  racines  de  l'équation  finale 
en  x  résultant  de 

M  =  o,      ^=o,      ^=o. 

D'un  autre  côté,  V  x   désignant  une  somme  analogue  pour  les  ra- 
cines x  de 

dM  rfM  il  yi 

-&  =  <>>     -dj  =  0>     -dT  =  °> 

la  formule 


doune  labscisse  x\  du  centre  des  moyennes  distances  des  (m  —  i)3 
points  déterminés  par  ces  trois  équations.  Il  s'agit  donc  de  prouver 
que 

Or,  en  groupant  les  termes  homogènes  ,  on  peut  écrire 

44- 
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de  là  découlent,  par  la  différentiation ,  les  valeurs  de 

dM         dM         dM 

dx  dj  dz 

mises  sous  une  forme  analogue.  Cela  posé,  en  appliquant  aux  équa- 
tions 

dM  dM 

M  =  o,     -T-  =  o.      — r-  =  o. 

dy  dz 

la  méthode  d'élimination  déjà  tant  de  fois  citée,  et  prenant  pour  point 
de  départ  les  racines  des  deux  dernières ,  on  obtiendra ,  réduction 
faite, 

le  signe  V  du  second  membre  s' étendant  à  toutes  les  racines  (a,  |3  des 
■  Unix  équations  simultanées 

da       —     '  rfp        — 

Quant  à  la  somme  ^  x,  j'observe  d'abord  que  la  première  de  nos 
trois  équations 

dM  dM  dM 

-r-  =  O,        —  =  O,       —  =0, 

dx  dy  dz 

peut  être  remplacée  ici  sans  inconvénient  par 

r/iM 
x-dJ  =  °' 

ce  qui  n'introduit  dans  f  équation  finale  en  x  que  des  racines  nulles  . 
soit  même  par 

dM  dM  dM 

X  —, 1-    Y  —. 1-   Z  —j-  =  O, 

dx  J     dy  dz 

eu  égard  aux  deux  dernières.  De  là,  par  le  théorème  des  fonctions  ho- 
mogènes, l'équation 


»*-/(ï'i)  +  ("-0*-7.(i 


...  =  o, 


PERES  ET  APPLIQUÉES.  34g 

qu'il  faut  combiner  avec 


dM    _  clU 

~dj   —   °'       ~dz~ 


De  là,  par  une  application  nouvelle  de  nos  principes, 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

9.  Ces  propriétés  géométriques  répondent  à  des  théorèmes  d'ana- 
lyse qu'on  peut  étendre  aux  fonctions  algébriques  d'un  nombre  quel- 
conque i  de  variables  .r,  y,..-,  z.  Soit 

M  {oc,  y,...,  z)     ou     M  =  o , 

une  équation  algébrique  d'un  degré  m  quelconque.  A  cette  équation, 
joignons  en  (r  —  i   autres  dont  ie  premier  membre  soit  de  la  forme 

rfM  ,  rfM  dU 

dx  dy  az 

a,  h,...,  c  étant  des  constantes.  La  somme  ^\r  des  racines  de  l'équa- 
tion finale  en  x  résultant  de  l'élimination  de  y,...,  z  entre  les  i  équa 
tions  indiquées  sera  indépendante  des  valeurs  de  a,  b,  etc.  De  plus, 
elle  aura  cette  relation  très-simple  , 

2.*-  — —  2*"' 

avec  la  somme  V  x  c'es  racines  de  l'équation  finale  résultant  de  l'éli- 
mination de  y,...,  z,  entre  ces  i  autres  équations 


dM 

rfM 

rfM 

—  =  o, 

dx              ' 

dr   ~     '"' 

dz 

Ai-je  besoin  d'ajouter  qu'il  existe  beaucoup  d'autres  théorèmes  du 
même  genre  que  nos  formules  démontrent  facilement,  ou  plutôt  font 
connaître  à  priori  lorsqu'on  les  examine  avec  quelque  attention  ? 
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SUR   UNE  PROPRIETE  DES   SECTIONS  CONIQUES; 
Pau  J.  LIOUVILLE. 


Un  polygone  quelconque  étant  circonscrit  à  une  conique,  chaque 
côté  est  divisé  par  le  point  où  il  touche  la  courbe  en  deux  segments 
s,  t),  et  l'on  sait  que  le  produit  des  segments  non  coutigus(^)  pour  tout 
le  polygone  est  égal  au  produit  des  segments  (t).  Cette  proposition,  à  la 
fbisimportanteet  très-simple,  a  été  déjà  établie  de  tant  de  manières,  qu'il 
doit  paraître  peu  utile  d'en  donner  encore  une  démonstration  nouvelle. 
Celle  que  je  vais  présenter  et  qui  fournit  d'ailleurs  une  expression  cu- 
rieuse du  rapport  des  deux  tangentes  AM,  AN  menées  d'un  point  A 
quelconque  à  une  conique,  mérite  pourtant,  je  crois,  quelque  atten- 
tion parce  que  ie  théorème  dont  elle  se  déduit  est  générai  et  relatif 
à  des  courbes  de  degré  quelconque. 

Le  théorème  dont  je  parle  est  démontré  dans  les  dernières  pages  de 
mon  Mémoire  sur  quelques  propositions  générales  de  géométrie^  etc. 
(Tome  VI  de  ce  Journal,  page  /,  1 1 .  )  Ce  Mémoire,  où  j'ai  posé,  si  je 
ne  me  trompe,  les  premiers  principes  de  la  théorie  des  transversales 
curvilignes  considérée  dans  toute  son  étendue,  renferme  entre  autres 
!a  proposition  suivante  : 

«  Deux  courbes  géométriques  étant  situées  dans  un  même  plan, 
»  représentons,  en  général,  par  R,  r  les  rayons  de  courbure  de  ces 
»  courbes  à  un  de  leurs  points  d'intersection,  et  par  Û,  u  les  angles 
»  que  les  tangentes  menées  en  ces  points  aux  deux  courbes  font  avec 
»   un  axe  fixe  pris  à  volonté;  on  aura 

cos  w          cos£l\  .,  ,„ 

- ■ )  cosec   (il  —  w)  =  o , 

le  signe  sommatoire  du  premier  membre  s'étendant  à  tous  les  points 
d'intersection,  réels  ou  imaginaires,  bien  entendu.    » 
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Supposons  maintenant  que  la  première  de  nos  deux  lignes  planes 
soit  une  conique  et  que  l'autre  se  réduise  à  une  ligne  droite  cou- 
pant la  conique  aux  deux  points  M,  N.  Prenons  de  plus  pour  axe  fixe 
cette  droite  même.  Les  rayons  de  courbure  r  relatifs  à  la  droite  se- 
ront infinis;  les  angles  w  seront  nuls;  et  notre  équation  ainsi  parti- 
cularisée deviendra 

cosec3  n.  cosec3  a' 

R,  R'  étant  les  rayons  de  courbure  en  M,  N,  et  Q,  Q'  représentant 
les  angles  M,  N  du  triangle  AMN  formé  par  la  corde  MN  et  les  tan- 
gentes menées  à  la  conique  aux  points  M  et  N.  Or  le  rapport  des  cosé- 
cantes  de  ces  angles  est  celui  des  inverses  de  leurs  sinus  ou  celui  des 
côtés  AM,  AN.  On  a  donc 


AM3 

_  R 

d'où 

AM           \/R 

AN3 

~~  r"'' 

AN~0^ 

telle  est  l'équation  qu'il  fallait  trouver. 

Elle  se  vérifie,  par  exemple,  en  plaçant  les  points  de  contact  M,  N 
aux  deux  sommets  d'une  ellipse  dont  a  et  b  sont  les  demi-axes;  on  a, 
en  effet,  alors 

AM  =  a,     AN  =  h,     R  =  Ç,      R'  =  -, 

b  a 

d'où 

R  _  a»  _  AM3 

R'  ~~  b''  ~  AN3  ' 

conformément  à  l'équation  ci-dessus. 

Au  reste,  cette  formule  une  fois  obtenue  peut  être  vérifiée  facilement 
de  diverses  manières;  mais  on  doit,  ce  me  semble,  attacher  quelque 
prix  à  la  démonstration  que  nous  venons  d'en  donner  et  qui  fait  bien 
comprendre,  par  un  exemple  simple,  l'utilité  des  considérations  gé- 
nérales dont  elle  a  été  déduite. 

Considérons  à  présent  une  portion  quelconque  MANRP...CQ  de 
polygone  circonscrit  à  une  conique  qu'elle  touche  successivement  aux 
points  M.  N Q.  On  verra  sans  peine  (on  n'a  pour  cela  qu'à  compo- 
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ser  des  rapports)  qu'en  nommant.?,  s',...  les  segments  non  contigus 
MA,NB,...,  et  t,  t',...  les  autres  segments  AN,  BP....,  aussi  non  con- 
tigus. les  produits  ss'...  et  t  t'...  sont  entre  eux  comme  les  racines 
cubiques  des  rayons  de  courbure  aux  points  extrêmes  M,  Q.  Lors- 
que le  polygone  est  fermé ,  ces  deux  points  extrêmes  coïncident,  et 
le  rapport  d^s  produits  ss'...,  tt' ' ...  devient  égal  à  l'unité.  De  là  une 
démonstration  nouvelle  et  singulière  du  théorème  qui  concerne  ces 
produits. 
La  formule 

am  _  y/R 
AN  "  v/*    * 

qui  nous  donne  le  rapport  des  deux  tangentes  AM.  AN  menées  du 
point  A  à  la  conique,  en  fournit  une  autre  plus  simple  encore.  Par  les 
points  de  contact  M  et  N  menons  deux  normales  à  la  courbe,  et  soient 
n  et  n'  les  longueurs  de  ces  normales  terminées  à  un  des  axes  princi- 
paux   On  a,  comme  on  sait. 

R_  _  rv_ 
R'   —  V>' 
Donc 

AM    __    n 

Â^T  —  7P' 

par  suite,  dans  le  polygone  circonscrit  non  ferme  dont  on  a  parle  plus 
haut,  le  rapport  des  produits  s  s1 tt'...  est  égal  au  rapport  des  nor- 
males aux  points  extrêmes. 
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SUR  LA  THÉORIE  DES  TRANSCENDANTES 

A   DIFFÉRENTIELLES   ALGÉBRIQUES: 


Par  M.  HERMITE. 


(Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Liouville.  —  Comptes  rendus,  tome  XVIII.) 


J'ai  essayé  d'introduire,  dans  l'analyse  des  transcendantes  à  diffé- 
rentielles algébriques  quelconques,  des  fonctions  inverses  de  plusieurs 
variables,  à  l'exemple  de  ce  qui  a  été  fait  par  M.  Jacobi  pour  les  fonc- 
tions abéliennes.  Je  vais  passer  rapidement  en  revue  les  principaux 
résultats  cpie  j'ai  obtenus,  en  réservant  les  démonstrations  et  les  dé- 
veloppements accessoires  pour  un  Mémoire  tpie  j'espère  bientôt  avoir 
l'honneur  de  présenter  à  l'Académie. 


En  suivant  la  marche  tracée  par  M.  Jacobi ,  dans  le  céièbre  Mémoire 
intitulé:  Coîisiderationes générales  de  transe endentibus  Jbclianis,]&\ 
été  conduit  d'abord  à  rechercher  le  système  d'équations  différentielles 
ordinaires  dont  les  intégrales  complètes  sont  données  par  le  théorème 
d'Abel ,  considéré,  dans  toute  son  étendue.  Cette  recherche,  au  reste, 
était  assez  facile  en  s'aidant  des  résultats  consignés  par  Abel  lui-même 
dans  le  Mémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  [*]. 

Soit,  en  suivant  les  notations  d'Abel, 


X  (  J)  =  Po  +  PkJ  +  />2  J2 


[*]  Tome  VII  des  Savants  étrangers.  Voyez  aussi  un  élégant  Mémoire  de  M.  Mindin^ 
publié  dans  le  Journal  de  M.  Cielle  ,  tome  XXIII. 

Tome  IX. —  Octobre  1844.  'P 
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une  équation  algébrique  quelconque  irréductible,  dont  tous  les  coef- 
ficients sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  d'une  même  va- 
riable x. 

Nommons  ses  racines 

et  désignons  par 

i  ffajr)  =  t0  -t-  tKj  -h  t,r  +  -••  +  tn-if1-2 

une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x  et  j,  dans  laquelle  le  degré 
d'un  coefficient  quelconque  tm  soit  pris  égal  au  nombre  entier  immé- 
diatement inférieur  à  la  somme,  diminuée  d'une  unité,  des  n  —  m  —  i 
plus  grands  exposants  des  développements  de  chaque  racine  y  suivant 
les  puissances  descendantes  de  x. 

Soit  enfin  y  le  nombre  des  coefficients  arbitraires  contenus  dans 
j  (x,  y)  ;  cette  fonction  sera  susceptible  d'un  nombre  y  de  formes  dif- 
férentes que  je  représenterai  par 

fi(*iï)i    j2[x.r),....    Jy(x,y). 
Cela  posé,  en  désignant  par 

des  variables  en  nombre  quelconque  p.  plus  grand  que  y,  et  par 

des  fonctions  irrationnelles  choisies  arbitrairement  parmi  les  n  racines 

y  \i  j2v>  y  m 

on  aura,  au  moyen  du  théorème  d'Abel ,  sous  forme  algébrique,  les 
intégrales  complètes  du  système  des  équations 

Mx,fidx,  +f^4dxi+...  +My^]dx«  =  », 

xOo)  x Oc»))  x(rM) 

^jfi»£ço]  y  /'K^mIj  -^tâlll^dx    —  o 

x'Lno)  ^' +  TÛ^TrfX2+-+    x'0M)   ***"  ~  °' 

X  0(')J  X  0<o)  /.<>",„•,) 
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Il  est  inutile  de  dire  que.  dans  chacune  des  racines  r  ,  ou  j  -  •  etc.. 
on  remplace  la  quantité  x  par  la  variable  x,  ou  x3,  etc.,  du  terme  où 
elle  enlre. 

II. 

D'après  cela,  je  prendrai  pour  fonctions  inverses  les  quantités 

définies  par  les  -y  équations  suivantes 

**  X      x  (xw)  **  Jo      tHxw) 

,    N       i   k  =  i  k  =  1 


*  =  î 


21 


"/,(*<)/(*))  , 


Z' (/(*)) 


te* 


et  je  poserai,  en  conséquence. 

xt  =lt{u,.u,,. ..,//./,     xi  —  'k2(u„ua,...,u7),     xy  =  \7{ut,u2t...,U)  ■ 

Cela  étant,  les  intégrales  du  système  d'équations  différentielles  consi- 
déré plus  haut,  intégrales  fournies  immédiatement  par  le  théorème 
d'Abel,  donnent  sans  difficulté,  par  un  changement  convenable  de 
constantes,  le  théorème  fondamental,  qui  consiste  en  ce  que  les  y 
fonctions 

X*(«i  +  v„  ua  +  t-2,...,  uy  ■+■  v.) 

sont  les  racines  d'une  équation  de  degré  7  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  rationnelles  des  diverses  fonctions 

lk{u„   U3,...,Uy), 
\k(i>„    (',,...,    vy), 

et  des  valeurs  correspondantes  de  celles  des  racines  y  que  l'on  a  fait 
entrer  dans  les  équations  (2). 

45. 
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III. 

De  là  découle  cette  propriété  importante  des  fonctions  inverses ,  qui 
consiste  clans  la  coexistence  d'une  série  d'indices  de  périodicité  poin- 
tons les  arguments,  et  qui  montre  toute  l'étendue  de  ce  caractère  sin- 
gulier, dont  un  admirable  Mémoire  de  M.  Jacobi  a  révélé  depuis  long- 
temps l'existence  dans  les  fonctions  abéliennes.  Considérons  l'équation 

t  CrO  t  (J2)  t  C/s)  ■••  X'( In)  =  o, 

dont  le  premier  membre,  comme  on  sait,  s'exprime  par  une  fonction 
entière  de  x.  Chacune  de  ses  racines  jouit  de  la  propriété  de  rendre 
égales  deux  des  racines  y  de  l'équation 

X  il)  =  °- 

Supposons  donc  que  j-(1)  devienne  égale  à  une  autre  racine  jrw  pour 
les  diverses  valeurs 


de  même  que 
poul- 
et 
pour 


Iw  =Im 

,  i,         »,  (nj 

a2»   a2'   a2>"-'   a2     ? 

Iw  =I\n 


x  =  oc'j,  a"3,  a â,...,  a(js), 


et  ainsi  de  suite. 

Faisons,  pour  abréger  l'écriture, 

/*(■*»  ro)  _ /*(*»  J'[o)  _  ( ^. 
x'(rw)  x'(rm) 
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et  désignons  par  les  lettres  m  des  nombres  entiers  positifs  on  négatifs. 
Si  l'on  pose 

IA  =      2    mf  j  {k,i)dx  +      2    TO2n)   /  (A-,  2)^+... 

"  =  "■/-'  />af"+') 

+       ^     '"y0     /      '       {k,"l)dxi 

/ 
on  aura  ce  théorème  : 

«  Une  fonction  rationnelle  et  symétrique  quelconque  des  y  fonctions 
»  inverses  conservera  la  même  valeur  en  ajoutant  simultanément  aux 
»  divers  arguments 

»  les  quantités  constantes 

In    Ï5>    Is7-«j    V    » 

Par  une  autre  méthode,  indépendante  du  théorème  sur  l'addition 
des  arguments,  mais  qu'il  serait  trop  long  d'indiquer  ici,  on  obtient 
directement  les  égalités 

X,  (u,  +  I,,  u3  +  I2,...,  uy  +  Iy)  =  X,  («,,  u2,...,uy), 

X2(ll,     +    I,,    U2     +    I2V..,     Uy    -+-    ly)    =    X2    (U„    Ut,...,    Uy), 

Xy  (il,   -+-  I,,  «2  +  I2,...,   "•/   +  ly)  =  \  ("n  U„,...,  Uy). 

IV. 

Les  racines  de  l'équation 

x' CrO  x' (t**)-  --x'Cr»)  =  °> 

qui  se  sont  présentées  comme  limites  des  intégrales  qui  entrent  dans 
l'expression  des  indices  de  périodicité,  jouissent  de  la  propriété  générale 
d'être  des  valeurs  maxima  ou  minima  des  fonctions  inverses.  Cela  ré- 
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suite  des  expressions  de  leurs  différences  partielles  que  je  vais  rap- 
porter. 
Soit 

(3)         F  [x,y)  =  ij.J\  {x,y)  +  (xj2  (œ,  y)  +...  +  ix.yfy  {x,  y); 

concevons  qu'on  détermine  les  constantes  jn,  par  les  7  —  1  conditions 

F  (^2>J<2))  —  o,     F(.r„j1;]  =  o,...,     F  [xy,yM)  =  o. 

Nommons  F,  {x,  y)  ce  que  devient  alors  l'expression  (3);  les  équa- 
tions (2)  donneront  sans  peine 

dx,  fi, / (X(o)      dx,  y-ix' (yu))  _  _f^j_  V-yx'[y^)) 

du,   ~  F, (*„/,, ,)'      dut  ~  F,(^„/(0)'  "   du-,  ~  Y,(x„y{i)) 

De  même,  si  l'on  appelle  F2  (.t.  y)  la  fonction  F  {x,  y)  déterminée  par 
les  conditions 

f(*i>/w)  =  °i     F(.r3.r,)  =  o,...,      F(xy,yM)  =  o, 
on  aura 

dx,  _    f/.L  y'  (Xji))        dx^  _    frx'jr  -/l  r/.r.   _  (*yX' (/(>)) 

et  ainsi  de  suite;  d'où  résulte  la  proposition  énoncée. 

De  ce  qui  précède,  on  tire  des  équations  linéaires  aux  différences 
partielles  qui  méritent  d'être  indiquées,  savoir  : 

*    r<'^(«))5«;+y*('r»^(«))^;+-+/y(J?..jr(,))^-x(jr(1  • 

Remarquons  enfin  cette  conséquence,  que  l'équation 

ri  \  dx,  11  \  dx,  r  ,  .  (Le, 


étant  satisfaite  par 
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x  =  x2,    y  =  y^, 
X  =  a'3,     J^"  =  JK"  3  ? 


"/>     ^  —  JY/)> 


on  peut,  au  moyen  des  différences  partielles  de  l'une  des  fonctions  in- 
verses ,  déterminer  algébriquement  les  7  ~  1  autres. 

Y. 

Le  théorème  relatif  à  l'addition  des  arguments  conduit  encore  à  ex- 
primer les  fonctions  inverses  dans  toute  leur  généralité,  au  moyen 
des  cas  particuliers  les  plus  simples,  où  l'on  ne  suppose  successivement 
qu'un  argument  variable  ,  ks  autres  étant  égaux  à  des  constantes  quel- 
conques, à  zéro  par  exemple. 

Ce  genre  de  réduction,  qui  est  dû  à  M.  Jacobi,  se  retrouve  dans 
une  autre  partie  de  la  théorie,  comme  on  va  le  voir. 

En  nous  bornant,  pour  plus  de  simplicité,  aux  fonctions  de  la  pre- 
mière classe  des  transcendantes  abéliennes ,  considérons  la  différen- 
tielle totale 

-rà==  dx  -+■  -jiâà  dy, 
s/A*)  >/Ajr) 

où  F  [x)  est  une  fonction  rationnelle  quelconque,  et  f  (x)  un  poly- 
nôme du  cinquième  ou  du  sixième  degré.  Si  l'on  substitue  aux  va- 
riables x  et  y  les  variables  u  et  v  des  fonctions  inverses  définies  par  les 
équations 


r 

ilx 

1W)  + 

r 

vTw 

s: 

xdx 

r 

x'h' 
\I7Ï7) 

son 

intégi 

aie 

étant  désigi 

îée  par 

n 

(M,    i 

'h 
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jouira ,  en  vertu  du  théorème  d'Abel ,  de  la  propriété  exprimée  par 
l'égalité 

n  («  -t-  u' ,  v  -+-  v')  =  n  (u,  v) 

-+-  II  («',  v')  ■+-  une  fonction  algébrique  et  logarithmique  ; 
en  faisant 

U   =  O,        V  '   =:  O, 

on  trouve 

n  («',  y)  =  n  (o,  v )  -t-  Il  («',  oj  -+-  une  fonct.  algébr.  et  logarithm. 

Ainsi,  la  fonction  Yl(u,  v)  à  double  argument  est  ramenée  aux  deux 
cas  les  plus  simples,  où  l'on  suppose  successivement  un  seul  argument 
variable;  on  voit  encore  qu'on  n'aura  plus  à  considérer  que  des  inté- 
grales de  formules  différentielles  qui  contiennent  seulement  une  va- 
riable indépendante,  à  savoir,  des  intégrales,  par  rapport  à  u,  de  fonc- 
tions rationnelles  et  symétriques  de 

A,  [u,  o),     X2  {u,  o), 

et  des  intégrales,  par  rapport  à  v,  de  fonctions  rationnelles  et  symé- 
triques de 

À,  (o,  v),     l2  (o,  v). 

On  se  convaincra  facilement  de  la  généralité  des  considérations  précé- 
dentes :  ainsi ,  dans  le  cas  des  fonctions  de  la  seconde  classe  des  trans- 
cendantes abéliennes ,  où  s'offrent  des  fonctions  à  triple  argument 

n  (m,  v,  w), 
ou  aura  de  même  l'égalité 

II  [u  +  «',  v  -+-  v' ,  w  -r-  w')  —  II  (u,  v,  w) 

-t-  II  (il',  v',  w')  -+-  une  fonction  algébrique  et  logarithmique, 

ou  bien  encore  la  suivante 

n  (u  ■+-  u'  -+-  u",  c  +  t/  +  v",  w  H-  W  -t-  w")  =  n  (u,  v,  iv) 

-+-  II  («',  v',  w')  -t-  II  (u",  v",  w")  -+-  une  fonct.  algébr.  et  log.; 

et ,  en  faisant 

u  =  o,  v    =  o, 

u'  =  o,  w'=  o, 

v"  =  o,  w"=  o, 
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il  vient 

n  u",  p',  w)  =  n  'o.  o,  w  ~  n  o,  v\  o) 

+  17  it",  n.  o   -+-  une  fonction  algébr.  et  logarith.. 
ce  qui  conduit  aux  mêmes  conséquences  que  précédemment. 

VI. 

La  méthode  qui  m'a  donné  la  division  des  arguments  dans  les  fonc- 
tions abéliennes.  s'étend  aux  nouvelles  transcendantes;  mais,  jusqu'à 
présent,  je  n'ai  pn  aborder  la  théorie  de  la  transformation  sans  être 
arrêté  par  les  plus  grandes  difficultés.  Mes  tentatives  m'ont  conduit. 
néanmoins,  à  quelques  considérations  sur  cette  théorie  bornée  aux 
fonctions  elliptiques;  je  vais  les  rapporter  en  peu  de  mots. 

Soient  o  (u,  I,),  ou  simplement  o  («),  la  fonction  inverse,  définie  par 
l'égalité 


?'  I" )  =  s  l>  -  r  («)]  [»-*"  r  («  ]  -  a(«,  *), 

^>'j  et  25T  \  — i  les  indices  de  périodicité,  et  72  un  nombre  impair  quel- 
conque. Le  théorème  fondamental,  donné  pour  la  première  fois  par 
M.  Jacobi ,  consiste  en  ce  que  la  fonction 

y/  2bw  \  .   .  /  2o>  \  /  in  —  i  )  a 


où  l'une  des  périodes  des  fonctions  elliptiques  se  trouve  divisée  par  le 
nombre  n,  peut  être  représentée  de  la  manière  suivante  : 

■»&  >■)• 

À  désignant  un  nouveau  module,  «  et  a  des  constantes.  On  en  déduit 
ensuite  que  toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  quantité-, 

,   .  /  2<o\  /  /  lin  —  i)«\ 

f(*)t    ?(«  +  -),   f(«+y)p--.   ?(«  +  -i-v^-)- 

où,  de  même,  l'une  des  périodes  des  fonctions  elliptiques  subsiste, 
tandis  que  l'autre  se  trouve  divisée  par  le  nombre  n,  peut  être  repré- 

sentéepar  une  fonction  rationnelle  de  ç  ( -,   /)•  Or,  voici  la  démons- 
Tome  IX.  —  Octobre  1844.  fà 
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tration  du  théorème  de  M.  Jacobi,  à  laquelle  je  me  suis  trouvé  con- 
duit. 

Il  existe,  entre   "  et  z,  une  relation  algébrique,  qui  s'obtiendra  par 
l'élimination  de  <p  (u)  entre  les  deux  égalités 

?  =  2t  (»+?)•  I  =  S>(«^ 

Soit,  pour  cela,  <f{u)  =  x;  z,  comme  on  le  voit  aisément,  se  trans- 
forme en  une  fonction  rationnelle  —  -,  U  et  V  étant  deux  polynômes 
pairs  du  degré  n  —  i  ;  on  établit  ensuite  sans  peine  que  les  racines  de 
l'équation 

(4)  2  =  2/" 

sont  de  la  forme 


(u)  =  cp(i),      9(1+^) 


H....,    9(%+i^=± 


Cela  résulte,  en  effet,  de  ce  que  l'expression  de-z  ne  change  point  en 
augmentant  u  d'un  multiple  quelconque  de  —  • 

<  )r,  la  même  chose  a  lieu  nécessairement  dans  la  dérivée  -y  ;  et  comme 

du 


\  — i- — ■■  —  x\j  — 
<tz  dx  dx    i 


du. 


y(i  -  x2)(i  -  k'- 


Ainsi,  le  carré  de  —  ■>  qui  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  conser- 
vera la  même  valeur  en  y  substituant  successivement  les  diverses  ra- 
cines de  l'équation  (4);  par  suite,  ~  s'exprimera  par  la  racine  carrée 
d'une  fonction  rationnelle  de  z. 
Or,  cette  fonction  sera  entière,  car 

2*  (-  +  =?) 

ue  peut  devenir  infini  sans  que  quelqu'une  des  quantités  j  |  //  —  2^w  ) 


PURES  ET  A  SS. 

ne  le  soit,  ce  qui  rend  des  lors  s  infini  lui-même.  Pour  obtenir  main- 
tenant le  nombre  et  la  nature  des  valeurs  de  r  qui  donnent 

: 

il  faut  chercher  les  racines  de  l'équation 


V.     .__     =„. 


On  trouve  très-facilement  qu'elles  sont  compri-  - 
mules 


^) 


p  devant  être  sup]    ses  -      ment  o.  i.  a — , — - — Mais  j'observe 

que  pour  les  substituer  dans  l'expression  de  s,  il  est  inutile  d'aveu    g 
-    liverses  valeurs  de  p,  cie  sorte  qu'il  reste  seulement  à 
:  mes 


*>=  ;V-i) 


On  voit,  par  là.  que  le  polynôme  en  z.  qui  ent:  ssk»  de 

— ,  sera  du  quatrième  degré,  ne  contiendra  que  des  puissances  paires 
de  r.  et  >' évanouira  poui  les  valeurs 


={2i  -    '     ^    îv- 


ainsi .  l'on  aura 


£=<V('-S    --■ 


C  étant  une  constante  qu'on  détermine  en  observant 
et  par  suite  z  =  o.  on  a 

=  c  =  y  a  — 

an  — ■ 

faisant  donc 


1 
=  •  .       -  =  rt. 


• 
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z  =  a©  (-■>  X 


VII. 
Il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que  l'équation 

a<?  («'  X)  =  1T      ou     ,rU  ~  a?  (r  X  )  V  =  °' 
a  pour  racines  les  n  quantités 

I     \  (  2w\  /  .      2("  — 0W\ 

©(«),   ?^  +  -j,...,   <f\u-+      n  '  y 

Je  vais  faire  voir  qu'on  peut  tirer  de  là,  directement,  la  transformation 
des  fonctions  de  troisième  espèce,  sans  établir  préalablement,  comme 
le  fait  M.  Jacobi,  la  formule  de  transformation  des  fonctions  de  se- 
conde espèce. 

Soit,  pour  abréger, 

Ffx)  =  xU  -  a©  fe  1\  V; 

en  désignant  par  ;;/  une  quantité  quelconque,  on  aura,  comme  l'on  saii , 

F'  (m)  _  y i 

F  (m)   —  Zd  /  2nw\' 

ou  bien  encore 


2 


Or,  on  peut  écrire 


_,,,  ,      at  -a   —  b 

F  (m)  _        '  \a      ) 
F  (m) 

1  -a  —m 


en  posant 


A  -  ^  ,      B  =  — ,     M  =  -^T     pour    x  =  m. 


PURES  £T  APPLIQUÉES. 
Il    importe  beaucoup  de   remarquer  cette  valeur  de   M   qui.    pour 
m  =  ç(ft,  K),  devient  y  (-■,  X  )  ;  ainsi  on  a  l'égalité 

d'où,  en  changeant  le  signe  de  p., 


puis ,  retranchant  membre  à  membre , 


Soit  maintenant 

II  Lr.  a,  A)  =     I         77 rr 77 rrî 

l'équation  précédente  donnera,   en   intégrant  depuis  m  =  o  jusqu'à 
«  =  x,  et  en  ayant  égarù  aux  valeurs  des  constantes, 

\"     }    ,a         n  (-,  £,  X)  -  A*  =  s    u    II   *,  a,  A 

+  f(fO  2    [n  (*  +  ï-M)+n  (* -  3ff  iU,  a)]. 

ou  bien 
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af(j,/)A^).)n^^)=A(f).,  k)  A.jc  -+■  c?  (/x,  k)  A  (p.,  *)  n  (x,  (t,  k) 

n  —  i 

/»  =  i 

Le  second  membre  peut  être  ramené  à  ne  contenir  qu'une  seule  fonc- 
tion de  troisième  espèce,  avec  une  quantité  logarithmique;  on  a,  en 
effet,  la  formule 

*{?■)  a(p)  a(x)  &(jt) 

f(fi)  —  sf-r  +  ff1         <y(fi) — <p(;r —  a)  <p(œ)  —  o  ([*-+•  a)  ç(x) — <p((i — a) 

qu'il  est  facile  de  vérifier;  elle  donne,  en  changeant /x  en  —a, 

*M  Mt»)       _        M*) M*) 

?l|*)-f- ?(•»+«)         tp ( fx.)  -r^-  <p ( j?  —  a)  <p  (x) -H  ?  (  p -f- a)  ?M+-?(f*  —  ") 

Ajoutant  membreàmembreet intégrant  depuis a?=o,ontrouvesans peine, 

?  (  ju.)  A  (|x)  [fi  (x  —  a,  fi)  —  II  (yr  +  a,  /x)]  i=  —  29  ( jx)  A  (p.)  II  («,  /x) 


log    ^^ 


d'où,  en  permutant  a  et  a:,  et  changeant  les  signes  des  deux  membres , 

<p(p)A(>)[n(.r  +  «,  jx1-+-  II  (x  —  «,  (x)]  =  29  (|x)A(/x)  ni.r,  a 


1  — 


ioe< g-^.  .    y 

?■(«)     I 


On  arrive  donc  définitivement  à  la  formule  suivante,  pour  la  transfor- 
mation des  fonctions  de  troisième  espèce  : 

«?(«'  *)  A  («'  *)  "C?  «'  X)  =i(.»-«A..r+nf  (,*,/.  Js< >.i,II,,r,,,.A  .' 

■    "V    log ?li£±£)i 
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VIII. 

Dès  les  premiers  pas  qvii  ont  été  faits  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  on  a  imaginé  de  les  différentiel-  par  rapport  au  module,  ce 
qui  a  conduit  à  plusieurs  résultats  importants.  Or,  le  même  moyen 
analytique  s'applique  avec  facilité  à  toutes  les  fonctions  de  la  forme 

SJ "(*»  I)  dx> 
où  y  est  donné  par  l'équation 

xCr)==r"  —  X  =  o, 

X  étant  une  fonction  entière  de  x. 

Voici,  par  exemple,  le  théorème  qui  en  résulte  pour  les  fonctions 
ahéliennes. 

Soit 

F  (x)  =  x  (x  —  a)...{x  —  k) 

un  polynôme  du  degré  im  -+-  1  ;  on  pourra  représenter  toutes  les  fonc- 
tions ahéliennes  de  première  et  de  seconde  espèce  par  l'intégrale 

-afdr 


J    ^ 


F(x) 


et  en  considérant  z  comme  une  fonction  du  module  a,  on  obtient  l'équa- 
tion linéaire  de  l'ordre  im 


2  y/F  [x) 


n  —  lin  -+- 1 

(4>„  _  „  _  2/  ■)  (-2r-"+l       t        d^-^z 

2a  1.2  3..    n      '  '{2*  —  l)  {nk  —  3).  .  .{ik  -+-  in  —  \m  —  i)     da**—"+' 


Lorsque  A  est  compris  entre  o  et  m  —  1,  de  sorte  que  z  représente  les 
transcendantes  de  première  espèce,  l'intégrale  complète  s'obtient  en 
ajoutant  à  la  fonction 

,  '     [x  —  a)*  dx 
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les  diverses  intégrales  définies  qui  entrent  dans  l'expression  des  indices 
<ie  périodicité  de  la  fonction  inverse,  multipliées  chacune  par  une 
constante  arbitraire. 

De  là  résulteraient  facilement,  entre  autres  choses,  des  théorèmes 
analogues  à  l'équation  de  Legendre  entre  les  fonctions  elliptiques  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce,  à  modules  complémentaires; 
relation  déjà  généralisée  par  divers  géomètres  [*].  Mais  je  ne  veux  pas 
m'étendre  plus  longuement  sur  ce  sujet,  qui,  du  reste,  donne  lieu  à 
de  nombreuses  conséquences,  que  je  développerai  dans  une  autre 
occasion. 


*]  Voyez,  par  exemple,  un  Mémoire  de  M.  Catalan,  couronne  par  l'Académie  di 

:'i  n\.'lles. 
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«\MWW»VM\<MAv\i' 


SUR   LA   DÉTERMINATION  DES   ORBITES  PLANÉTAIRES; 
Par  M.   Abel  TRAl\SOïV. 


Soient,  à  l'origine  du  mouvement,  /  la  distance  de  la  planète  au  soleil, 
V  la  vitesse  et  6  l'angle  que  fait  cette  vitesse  avec  le  rayon  vecteur. 

Je  vais  montrer  qu'on  peut,  à  l'aide  de  ces  circonstances  initiales, 
et  sans  avoir  recours  à  l'équation  générale  du  mouvement,  détermi- 
ner la  forme  et  la  situation  de  l'orbite. 

C'est-à-dire,  il  s'agira  de  déterminer:  i°  le  paramètre  ou  rayon  de 

courbure  au  sommet  du  grand  axe,  p  =  —  =  a  (i  —  ea);  2°  l'excen- 
tricité e;  3"  l'angle  w  que  fait  le  grand  axe  de  l'orbite  avec  le  rayon 
vecteur. 

i°.  Soient  A  =  s(i+e)  la  distance  relative  à  l'une  ou  l'autre  des 
absides,  et  U  la  vitesse  correspondante.  Le  principe  des  aires  donne  la 
relation 

AU  =  VZsinÔ. 

En  même  temps,  parce  que  la  force  centrifuge  aux  absides  est  exac- 
tement égale  à  la  force  centrale,  on  a 

A2U2  =  p.p., 

d'où  l'on  tire  immédiatement,  pour  la  valeur  du  paramètre, 

V2/2sin:e 

On  pourrait  dire  aussi  qu'au  lieu  initial  de  la  planète  la  force  cen- 
trale décomposée  normalement  à  la  courbe  est  égale  à  la  force  centri- 
fuge, ce  qui  donnerait 

7  sin  0  =  -  5 
11  P 

Tome  IX.  —  Novembre  184.J  47 
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en  appelant  a  le  rayon  de  courbure  au  lieu  initial  ;  et  si  l'on  a  égard  a 
la  relation 

p  =  p  sin3  6, 

on  retrouve  l'expression  ci-dessus. 

2°.  Pour  obtenir  une  seconde  équation,  il  faut  avoir  recours  au 
principe  des  forces  vives.  La  vitesse  U  relative  à  la  distance  A  de  l'ab- 
side ne  dépend  que  de  cette  distance  et  non  de  la  forme  intermédiaire 
de  l'orbite.  C'est-à-dire,  par  exemple,  que  cette  vitesse  serait  la  menu 
à  la  même  distance  A  si  l'angle  initial  0  avait  été  nul,  c'est-à-dire  si  la 
planète  avait  été  mue  directement  dans  le  sens  du  soleil.  En  un  mot . 
l'équation  de  la  force  vive  étant 

,     „  2udr 

d.v  —  - — — -  • 

r- 

on  en  tire 

y.  v»  -  V2  =  ap.  (j  -  -\ 

Et  aux  absides  en  particulier, 

Si  l'on  multiplie  cette  équation  par  A2,  et  si  l'on  a  égard  à  la  valeur  ci- 
dessus  de  A2U2,  il  vient 

(p)  A2  (v2-^)  -f-  2fiA=/J/x, 

d'où  l'on  tire  pour  A  une  double  valeur  (à  cause  des  deux  absides) 
représentée  par 


'±yrM-ff(^-*) 


e 

d'ailleurs,  en  tirant  de  (j3)  la  valeur  de 
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et  ayant  égard  à  ce  que 


il  vient 


2(* 


e=  \Ji  +P(v*-*t\  =  y/i+V2/2sin29('v2-^ 

De  ià  toutes  les  conséquences  connues.  Si  la  force  est  répulsive,  il 
faut  changer  dans  la  formule  ci-dessus  le  signe  de  p.;  la  trajectoire  est 
donc  alors  une  hyperbole,  ou  plus  exactement  une  branche  d'hyper- 
bole tournant  sa  convexité  vers  le  centre  d'action.  Si,  au  contraire  .  la 
force  est  attractive,  la  trajectoire  peut  être  l'une  des  trois  coniques,  et 
cela  ne  dépend  pas  de  la  direction  initiale,  mais  uniquement  du  signe 

de  V2  —  -y-  ou  bien  du  signe  de  V2—  u2,  en  appelant  u  la  vitesse  que 

le  mobile  aurait  acquise  en  tombant  vers  le  centre  d'action,  depuis 
l'infini  jusqu'à   la  distance  /  avec  une  vitesse  initiale  nulle.    Enfin  . 

comme  le  demi-grand  axe  est  égal  à  — — ,,  on  trouve  pour  sa  valeur 

a  =  -e-  - 
/ 

laquelle  ne  dépend  pas  non  plus  de  la  valeur  initiale  de  l'angle  9. 

Quant  à  l'angle  w  qui  détermine  la  situation  du  grand  axe,  mainte- 
nant qu'on  a  la  forme  particulière  de  l'orbite,  c'est  une  question  à  ré- 
soudre par  la  géométrie  des  sections  coniques. 

Si  l'on  réunit  aux  considérations  précédentes  l'emploi  de  la  méthode 
élémentaire  et  purement  géométrique  pour  la  détermination  de  la  na- 
ture des  orbites,  qui  a  été  présentée  dans  ce  même  Journal  ftonie  Ie', 
page  191)  [*] .  on  voit  qu'on  peut  dégager  en  quelque  sorte  de  tout 


[*]  Depuis  cette  époque,  j'ai  reconnu  que  la  valeur  du  rayon  de  courbure  des  sec- 
tions coniques,  que  j'avais  donnée  dans  cette  Note,  aussi  bien  que  s>n  usage  pour 
déterminer  la  loi  de  la  force  centrale,  était  consignée  dans  le  commentaire  des 
PP.  Leseur  et  Jacquier,  de  l'ordre  des  Minimes,  sur  le  livre  de  Newton 

47-- 
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calcul  la  question  des  planètes  et  n'y  laisser  en  saillie  que  l'application 
des  principes  fondamentaux  de  la  dynamique  d'un  point  matériel. 

J'ajoute  en  terminant  que,  si  à  chaque  point  M  de  l'orbite  on 
cherche  sur  le  rayon  vecteur  le  point  N  d'où  la  planète  aurait  dû 
tomber  vers  le  soleil  pour,  en  partant  d'une  vitesse  initiale  nulle,  ac- 
quérir, en  arrivant  à  l'orbite,  la  vitesse  qu'elle  y  possède,  on  trouvera 
que  le  lieu  des  points  N  est  le  cercle  décrit  du  foyer  d'attraction  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe  aa  ;  résultat  qui  donne  ainsi . 
en  mécanique,  une  signification  intéressante  à  ce  cercle  qui  déjà,  en 
géométrie,  est  doué,  par  rapport  à  la  conique,  de  propriétés  si  nom- 
breuses [*]. 


[*]  Dans  la  dernière  édition  de  son  excellent  Train-  de  Géométrie,  M.  le  professeur 
Vinrent  annonce  qu'il  fait,  dans  son  enseignement,  un  très-grand  emploi  de  la  consi- 
dération de  ce  cercle,  et  qu'il  lui  a  attribué  depuis  très-longtemps  la  dénomination  par- 
faitement appropriée  de  cercle  directeur. 
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NOTE 

Sur  la   détermination  de.    la  surface   moyenne  d'un    rectangle 
dont  les  eûtes  peuvent  varier  entre  des  limites  données; 

Par  31.  BRETON  (de  Champ  j, 

Ingénieur  des  Fonts  et  (Chaussées. 


i.  Pour  l'intelligence  de  cette  Note,  nous  supposerons  tout  de 
suite  un  cas  très-simple,  savoir,  celui  où  les  deux  côtés  du  rectangle 
ont  pour  limites  a  et  b ,  a  étant  >  b.  Posons  a  —  h  =  m ,  n  étant  un 
nombre  entier  arbitraire,  que  l'on  choisira  au  besoin  assez  grand  pour 
que  s  devienne  moindre  que  toute  quantité  donnée.  Ne  considérons, 
pour  un  moment,  que  les  rectangles  dont  la  surface  est  représentée 
par  un  produit  de  la  forme  (b  +  is)  [b  -+-  i'£  ,  où  £  et  V  sont  des  nombres 
entiers  pouvant  prendre  les  valeurs  de  la  série  o,  i,  2,...,  n.  Il  est  aisé 
de  voir  qu'on  aura  tous  les  produits  différents  de  cette  forme  en  assi- 
gnant à  i'  pour  chaque  valeur  de  i,  celles  de  la  suite  £,  £+1,  £  +  2,...,  n. 
de  sorte  que  leur  somme  sera  donnée  par  l'expression 

S;  (* +  «)  s;  (*+«)■ 

où  le  signe  ^  a  la  signification  ordinaire  que  lui  attribue  le  calcul 
aux  différences  finies.  Quant  au  nombre  de  ces  produits,  il  est  évi- 
demment donné  par  la  formule  -  (n  -+-  1)  (n  -+- 1).  Donc  si  l'on  ap- 
pelle Q.:  la  moyenne  cherchée,  c'est-à-dire  la  somme  des  surfaces  des 
rectangles  divisée  par  leur  nombre,  on  aura 
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attribuons  maintenant  à  a  des  valeurs  indéfiniment  décroissantes  cor- 
respondant à  des  valeurs  île  plus  en  plus  grandes  du  nombre  n,  la 
moyenne  ûs  deviendra  celle  de  toutes  les  superficies  possibles  com- 
prises entre  ci1  et  b2.  Désignons-la  par  Q0,  et  posons  it  =  x,  s  =  dx . 
les  sommes  indiquées  se  convertissent  en  intégrales  définies  avant  pour 
limites  o,  x,  a  —  b.  correspondant  respectivement  à  o,  i.  n,  et  l'on  a 
la  nouvelle  expression 

/*—*  /■(«-*) 

2    /  (b-hx)dx    I  (6-)-x)rfx 

n  i/o  Jr  (a  -+-  6\  2 


Nota.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  ces  formules,  le  pre- 
mier signe  de  sommation  ou  d'intégration  régit  le  signe  suivant,  comme 
cela  a  lieu  dans  le  cas  de  deux  variables. 

'2.  Le  calcul  qui  précède  est  la  conséquence  de  la  supposition  que 
chacun  des  côtés  du  rectangle  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles 
entre  les  limites  a,  b.  Or,  cette  supposition  peut  être  restreinte  dans  sa 
généralité;  tel  serait  le  cas.  par  exemple,  où  le  plus  petit  côté  du  rec- 
tangle ne  devrait  point  être  inférieur  à  une  fraction  déterminée  du  plus 
grand.  Soit  p  cette  fraction.  Après  avoir  opéré,  comme  ci-dessus,  par 
voie  de  dénombrement  et  de  sommation  de  tous  les  produits  différents, 
tels  que  (/?  -+-  il)  (b  -+-  /'si,  puis  retranché  des  résultats  obtenus  respec- 
tivement le  nombre  et  la  somme  de  ceux  qui  ne  satisfont  pas  à  la  double 
inégalité 

r— <  o.      i  <  i', 

b-h  n         p 

le  quotient  de  la  division  des  deux  restes  donne  la  moyenne  cherchée. 
On  est  ainsi  conduit  à  la  formule 

a — b  r*a — b  r*Va — ^ 


J/»a — b  ni — h  /*/"* — "  f*P1' — b 

(b-\-x)dx    I  [b.-\-x)dx~-    i  [b^-x)dx\  (b^-.vid.r 

0  Jx  t/u  Jb-i-x 


Q.  = 


■—  p 

p 


-b') 


=  £<,+„)(.■+.£ 
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où  Ûp  est  cette  moyenne  analogue  à  û0.  Elle  varie  avec  la  valeur  de  la 
fraction  p.  uiais  il  est  évident  qu'elle  ne  saurait  en  dépendre  si  l'on  a 

b  b 

D  =  -■>        OU        >    -: 

'  a  a 

effectivement  on  reconnaît  qu'en  faisant  p  =  -•  Ùp  se  réduit  à  I )  • 

3.  Le  même  procédé  serait  applicable  a  toute  autre  relation  exprimée 
par  une  ou  plusieurs  inégalités  telles  que  p  [b  —  îe,  b  —  i'e)  <  o,  f  étant 
un  signe  de  fonction.  Mais  les  calculs  devenant  compliqués  et  labo- 
rieux ,  je  vais  exposer  un  moven  plus  simple  d'arriver  au  but. 

Soit  fait  b  -h  ie  =  x,  b  -+-  i'e=j,  et  z  =  xj,  cette  dernière  rela- 
tion pourra  être  interprétée  géométriquement,  en  regardant  x,jel  z 
comme  trois  coordonnées  rectangulaires;  alors  z  =  xj  représente  un 
paraboloïde  hyperbolique  .  et  la  moyenne  cherchée  porte  sur  un  certain 
nombre  de  valeurs  de  z  tant  que  a  conserve  une  valeur  finie.  De  plus  . 
on  se  convaincra  sans  peine,  a\ec  un  peu  d'attention,  que  chacune  de 
ces  ordonnées  peut  être  considérée  comme  l'axe  ou  plutôt  l'un  des 
côtés  d'un  prisme  carré  avant  ■  pour  côté  de  la  base.  Or,  à  caust-  de 
la  petitesse  de  £,  le  volume  de  chacun  de  ces  prismes  est  proportionne! 
à  la  valeur  de  r  qui  lui  correspond  comme  axe  ou  comme  côté;  donc 
la  moyenne  cherchée  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  volumes  des 
prismes  divisée  par  la  somme  des  bases  Celles-ci,  d'ailleurs,  forment 
évidemment  la  surface  terminée  sur  le  plan  des  xj  par  un  contour 
polygonal  composé  de  lignes  droites  ou  courbes  représentées  par  les 
équations  telles  que  o  (x ,  y)  =  o,  servant  de  limites  aux  iné- 
galités y(x,y)  <  o.  De  là  l'expression  analytique  très-simple  de  la 
moyenne  û, 

o  _  SSzdxdy  _  SSxydxdy 

U  ~    ffdxdy    -     ffdxdy    ' 

i.  Il  est  nécessaire,  clans  quelques  applications  relatives  à  l'art  de 
l'ingénieur  et  en  vue  desquelles  ces  recherches  ont  été  faites,  de  con- 
sidérer chaque  rectangle  comme  entouré  d'une  bande  de  largeur  uni- 
forme j  que  l'on  appelle  un  joint.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  tien- 
dra compte  du  joint  en  le  regardant  comme  compris  dans  les  longueurs 
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x,  j-,  c'est-à-dire  en  supposant  que  chaque  rectangle  s'étend  jusqu'à 
1  axe  du  joint  qui  l'entoure.  Dans  ce  cas,  il  faudra  remplacer  chaque 
équation  limite  <p  (x,  y)  =  o  par  y  (x  —  j,y  — j)  =  o. 

Toutefois,  on  peut  ne  pas  changer  ces  équations,  et  rectifier  seule- 
ment la  valeur  de  Û  où  x  et  y  deviendront  respectivement  x  ->-/•>  +/, 
ce  qui  donne 

o  —  SS^x+i)iy^i)dxdy  _  SSxïdxdy  ,  .•  fJix+y)dxdy  ,  ^ 

JJdxdy  ~-     JJdxdy     ^J        JJdxdy  +/   ' 

les  deux  derniers  ternies  formant  la  portion  de  12  due  à  l'influence  du 
joint  seul. 

5.  Les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  ci-dessus  de  0.  sont  sus- 
ceptibles d'interprétations  assez  remarquables. 

En  premier  lieu,  le  coefficient  de  j  n'est  autre  chose  que  le  double 
de  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  figure  à  laquelle  s'applique 
l'intégrale  JJdxdy,  à  chacun  des  axes. 

En  second  heu,  il  n'est  pas  difficile  de  reconnaître,  dans  l'expres- 
sion ^f~,  ,  >  la  distance  du  centre  de  pression  de  la  même  figure  a 
JJdxdy  i  » 

l'un  des  axes  multipliée  par  la  distance  de  son  centre  de  gravité  a  l'autre 
axe.  ce  dernier  marquant  le  niveau  d'un  liquide  pesant  dans  lequel 
elle  serait  plongée. 
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PROBLÈMES 

SUR  LES  DÉVELOPPÉES  ET  LES  DÉVELOPPANTES 

DES    COURBES    PLANES; 

Par  M.  PUISEUX. 


PREMIERE    PARTIE. 


La  cycloïde  et  la  spirale  logarithmique  possèdent,  comme  on  sait, 
la  propriété  de  se  reproduire  dans  leurs  développées  :  on  peut  se  de- 
mander si  d'autres  courbes  n'en  jouiraient  pas  également.  On  peut 
aussi  considérer  non-seulement  la  déveloopée  d'une  courbe,  mais  la 
développée  de  cette  développée,  et  ainsi  de  suite,  et  chercher  si ,  dans 
cette  série  de  courbes,  il  en  est  une  que  l'on  puisse  faire  coïncider  avec 
la  courbe  primitive,  auquel  cas  les  suivantes  reproduiront  périodique- 
ment celles  qui  les  précèdent.  Enfin  la  question  deviendra  plus  géné^ 
raie  encore,  si  au  lieu  d'exiger  que  l'une  de  ces  développées  successives 
soit  égale  à  la  courbe  d'où  l'on  est  parti,  on  veut  seulement  qu'elle  lui 
soit  semblable.  Nous  nous  proposerons  donc ,  dans  cette  première  par- 
tie, de  trouver  une  courbe  qui  soit  semblable  à  sa  n'ème  développée  [*]. 

Je  remarquerai  d'abord  qu'il  peut  y  avoir,  entre  deux  figures  situées 
dans  le  même  plan ,  deux  sortes  d'égalités  que  j'appellerai  égalité  directe 
ou  inverse,  selon  que  pour  faire  coïncider  les  deux  figures,  il  suffira 
de  déplacer  l'une  d'elles  dans  son  plan  ou  qn'i!  sera  nécessaire  de  la 
retourner  sens  dessus  dessous  :  de  même,  deux  figures  semblables  pour- 
ront l'être  directement  ou  inversement. 


[*]  Dans  une  Note  insérée  au  tome  VI  de  ce  Journal  (page  61),  M.  J.  Binet  annonce 
la  solution  d'un  cas  particulier  du  problème  que  je  traite  ici.  Mon  travail  était  presque 
entièrement  terminé  lorsque  j'ai  eu  connaissance  de  cet  article. 
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Or,  la  forme  et  la  grandeur  d'une  courbe  sont  complètement  déter- 
minées lorsqu'on  donne  une  relation  r  =J(u)  entre  le  rayon  de  cour- 
bure r  d'un  quelconque  de  ses  points  et  l'angle  u  que  ce  rayon  fait 
avec  une  direction  fixe.  L'équation  d'une  courbe  directement  égale  à 
celle-là  n'en  pourra  différer  qu'en  ce  que  l'angle  u  y  sera  augmenté 
d'une  constante  /,  à  moins  qu'on  ne  veuille  regarder  comme  négatifs 
dans  la  seconde  les  rayons  vecteurs  qui  sont  positifs  dans  la  première, 
auquel  cas  r  se  changerait  en  —  r;  ainsi 

telle  est  l'équation  des  courbes  directement  égales  à  la  première.  Mais 
pour  obtenir  l'équation  des  courbes  qui  lui  sont  inversement  égales,  il 
faudra  changer  «  en  l  —  u  ,  et  l'on  aura 

r=±j\l-u, 

De  même,  une  courbe  dont  les  dimensions  sont  à  celles  de  la  courbe 
r  =  j (u)  dans  le  rapport  de  a  à  l'unité ,  aura  pour  équation 

/'  =  ±:  aj\l  -+-  u) ,     ou     /■  =  rh  af{l  —  «), 

suivant  qu'elle  lui  sera  directement  ou  inversement  semblable. 

Cela  posé,  par  le  point  (r,  «)  d'une  courbe  traçons-lui  une  normale; 
par  le  point  (r,,  u,)  où  cette  droite  touche  la  développée,  menons  à 
celle-ci  une  normale;  cette  normale  touchera  le  seconde  développée 
en  un  point  (r„.  u2)  par  lequel  nous  mènerons  encore  une  normale  à 
cette  dernière  courbe,  et  ainsi  de  suite.  On  aura 

u,  =  u  -+-  -  ?      i^  =  u{  H — , . . . ,     u„  =  un_{  H —  - 

et  par  suite 

du  —  du,  =  (hi2  =  ...  =  du,,. 

Si  l'on  remarque,  de  plus,  que  les  arcs  des  développées  successives 
ont  pour  différentielles  di\  dr,,  dr2,  etc.,  on  trouvera 

_i_  &                       j_  ,lr>                                ,     dr„_, 
'« du         '2 A*'*"'       '" du    ' 
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et  par  conséquent 


r"  =  —  TV 


Si  donc  r=j\u    est  l'équation  d'une  courbe,  on  aura  pour  sa  »"'"' 
développée 

et  ces  deux  courbes  seront  directement  semblables  lorsqu'on  aura 

/»  („„_^)  =  ±  af(l+ua), 
inversement  semblables  lorsqu'on  aura 

Ces  deux  équations,  dans  lesquelles  il  est  permis  de  supposer  a  positif, 
peuvent  s'écrire  plus  simplement 

(0  /""<)  =  ±  af  h  4-»), 

(a)  J '"  (m   =±aj\h-u), 

h  désignant  une  nouvelle  constante.  Elles  sont,  comme  on  voit,  aux 
différences  mêlées,  et  il  s'agit  de  les  intégrer.  Observons  que  si  une 
courbe  composée  de  deux  brandies  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  répond  à  une  de  ces  équations,  elle  satisfera  en  même  temps 
à  l'autre,  car  elle  sera  à  la  fois  directement  et  inversement  semblable 
à  sa  développée. 

Considérons  d'abord  l'équation  [i  '.;  en  la  différentiant  n  fois  de  suit*-, 
on  trouve 

/(»»)  [u)=±(-  0"  aj(n>  [h  -  «); 

mais  si  l'on  v  remplace  u  par  h  —  u,  elle  devient 

/«  (h  -u)  =  ±  af(u). 

Multipliant  en  croix  ces  deux  dernières  équations,  nous  obtiendrons 
l'équation  différentielle  linéaire 

(3)  j  ,in)  («)  =  (-  ifa'fiu). 

48. 
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La  valeur  (\ef(u)  qui  la  vérifie  est  la  somme  de  %n  termes  de  la  forme 
Ae"'",  A  étant  une  constante  arbitraire,  et  m  l'une  des  racines  de 
l'équation 

(4)  tn-"=(-i)"a\ 

Je  nomme  b  la  valeur  arithmétique  de  a"  ;  les  racines  de  l'équation  (4) 
seront  données  par  la  formule 

m  =  ±  b  [cos  g  -  £)  ±  yf=~i  sin  g  -  £)], 

où  l'on  doit  faire  successivement  k  =  o,  i  ,  2,...,  -5  si  n  est  pair. 
k  =  o ,  1,2,...,  •>  si  n  est  impair. 

Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  de  m  qui  répondent  à  k  =  -  sont 

réelles  et  égales  à  ±  J>;  la  valeur  dej(u),  donnée  par  l'équation  (3), 
contient  donc  une  partie  telle  que  Ae6"  +  Be""*".  Mais  la  somme  de 
ces  deux  termes  devant  vérifier  l'équation  (2),  il  faudra  qu'on  ait 

Kbneb"  +  Bbne-bu  =  ±.  a  (kebh  e~b"  +  Be'bh  eb"), 

et  par  conséquent 

A  =  ±  Be-M,     B  =  ±:  Ae"'. 

De  ces  deux  équations  qui  n'en  font  qu'une  seule,  on  conclut  que  la 
valeur  cherchée  de  j  (u)  renferme,  lorsque  «est  pair,  la  partie 

A[e6"  ±  ebih-u)}. 

Que  n  soit  pair  ou  impair,  on  aura  toujours,  pour  k  —  o, 

ni  =  ±  b  \j—  1  ; 

il  en  résulte,  dansy(u),  la  partie 

Ce^'^+De-6"^, 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

E  sin  (bu  +  (?)  ; 
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niais  l'équation  (2)  devant  être  vérifiée ,  on  aura 

Eb"  sin  (bu  +  &  +  ™\  =±.  aEsin  (-  bu  +  bh  +  o"1  , 

ou  bien 

cos  (à  +  ~)  =  rp  cos  {bh  -+-  <?),     sin  (â  -+-  — j  =  ±  sin  (£A  +  &), 

et  par  suite 

^  bh  n  —  1  ZÇ.l)tr 

0  ~  ~  T  ~  4 

La  valeur  cherchée  def(u)  contiendra  donc  le  terme 

_     .      f,             ba          (a  —  irpi)7r"j 
E  SU)  |  bu  -  — 4J 

A  chaque  valeur  de  k  autre  que  o  ou  ->    répondent  quatre  valeurs 
de  m.  savoir  : 

b  (cos  a  -+-  \-  —  •  sin  a) ,  b  (cos  a  —  y  —  1  sin  a) . 

—  6  (cos  a  -1-  \  —  1  sin  a) ,     —  6  (cos  a  —  v  —  1  sin  a) , 

en  désignant,  pour  abréger,  par  a  l'angle j  lequel  est  compris 

■K 

entre  o  et  -• 
2 

Aux  deux  premières  de  ces  valeurs  répond ,  dans  j  ( u) ,  le  terme 
Fe  bu  cos  a  sin  (bu  sin  a  +  e) , 
et  aux  deux  dernières,  le  terme 

Qe-Ju  cos  a  sm  (JjU  sm  «  +  Ç); 

mais  la  somme  de  ces  deux  expressions  doit  vérifier  l'équation   a  ,  ce 
qui  exige  que  l'on  ait 

„  dn. ebucos* sin ( bu sin*  +  t)         ,,  d".e-bu  cos*sin  (busin  *-+■  l) 
1  du"  du" 

ID)      }  =  ±  flFe4(*-u'C0Sa  sin(—  bu  sin  a  ■+■  bh  sin  a  -+-  s) 
±aGe*&»-i)e0Basin(—  è«  sin  a  -+-  £Asina-+-Ç). 
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Pour  former  les  dérivées  de  l'ordre  n  qui  se  trouvent  dans  le  premier 
membre,  je  différentien  fois  de  suite  par  rapport  à  u  l'équation  iden- 
tique 

gin  cos  a  [co&  (Jyn  sjn  a  _j_  j)   _+.  ^ _    t   sjn  ^,M  sin  OC  •+    g)] 

ce  qui  donne 

dn.ebu  cos  a[cos  (èasin  a -H  e)  4-  \j — i  sin  [bu un  a  -+-  e)] 

du" 

—  £„  g  s  ^=7  ^cos  a  _,_    y ■  _   j    sin  ay  g 4u.(cos  K  -h  V^^F  sin  »J  . 

j'égale  les  coefficients  de  \  —  i  dans  les  deux  membres,  et  je  trouve 

dn.ebucosaân(buwia-hs)         ,       ,    cos  „    .       , 

--,     -  =  b"  ebu  c<"  *  sm  {bu  sm  a  -f-  na  -h  g), 

puis .  en  changeant  è  en  —  b ,  s  en  —  Ç, 
— i -  =  ( — i)"  ft"  e  - 4u  cos  *  sin  (o«  sin  a  —  na  H-  ^  . 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (5  j,  on  verra  que  pour 
qu'elle  soit  vérifiée-  il  faut  que  les  constantes  F,  G,  s,  Ç  remplissent 
les  conditions  suivantes  : 

F  cos  («a  +  g)  =  zp  Ge-bh  cos  "f  cosi bh  sin  a  +  Ç), 

F  sin  (na  +  g)  =  zfc  GrMc0S  "  sin  ^/?  sin  a  +  Ç) , 

—  ij"Gcos(«a  —  Ç ;  =  =p  Fe4Acosacos(iAsina  +  g), 

(—  i)"G  sin  (na  —  Ç)  =  rp  Fe  6*  cos  a  sin  (bh  sin  a  +  g) , 

et  si  l'on  se  rappelle  que  a  désigne  l'angle  -  —  —,  on  les  réduira  aisé- 
ment à  ces  deux-ci, 

C  =  —  —  en  sin  a  —  g,     G  =  +:  (—  i>-*e**C8S«F. 

D'après  cela,  et  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  a,  on  trouvera  pour  la 
partie  de /(n)  qui  répond  à  une  valeur  de  A-  différente  de  o  et  de  -  , 
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i°.   Si  //  est  pair, 

k- 

(  bu  cos  —  +  i  \ 

'(A  —  u)sin  —  r  fa  -i 

"  sin  \b  (k  —  u)  cos h  £ 

2°.  Si  «  est  impair, 


bu  sin  — 

?  "  sin 


A     A  f  A  - 

e 


bu  sin  — 

e 


"  sin  f  è«  cos  —  +  e  j 

—  A     6  (A  —  «)sin —  r 

(  —  i  )    2  e  "  cos  \b  (  h  —  u)  cos 


Nommons,  pour  abréger,  UA  et  VA  ces  deux  expressions,  et,  en  résu- 
mant ce  qui  précède,  nous  trouverons  que  les  courbes  inversement 
semblables  à  leurs  n"m"  développées  ont  pour  équations,  lorsque  n 
est  pair, 

A=-  — i 

2 

6     r  =  A[gfa  ±  e»'*-"]  -t-Esin  \bu  -  ~  -  ("-'  +  0*1  +   ^     D», 

A==  1 

et  lorsque  n  est  impair, 

(7)  r  =  E»[fc,-.M-(îifîî]+   f  V, 

A=  i 

Relativement  aux  doubles  signes,  on  doit  remarquer  que  dans  une 
même  équation  il  faut  prendre  partout  le  signe  supérieur,  ou  partout 
le  signe  inférieur. 

Il  faut  maintenant  déterminer  la  valeur  dej  (u)  qui  répond  à  l'équa- 
tion (i).  Or,  si  nous  supposons  cette  valeur  développée  en  une  série 
de  termes  de  la  forme  Af?m",  chacun  de  ces  termes  en  particulier  devra 
vérifier  l'équation  ,  et  par  conséquent,  A  restant  arbitraire,  les  valeurs 
de  m  devront  être  telles  que  l'on  ait 

|8)  m"  =  ±  aemh. 
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La  question  est  donc  ramenée  à  la  détermination  des  racines  réelles  ou 
imaginaires  de  cette  dernière  équation.  Pour  trouver  les  racines  réelles, 
on  la  mettra  sous  la  forme 


et  l'on  observera  que  la  dérivée  du  premier  membre .  savoir, 
m""'  e~mh(n  —  mh), 

ue  peut  changer  de  signe  que  quand  m  devient  égal  à  -.  ou  à  o.  On 

saura  donc  dans  quels  intervalles  la  quantité  m" e~mh  augmente  ou  di- 
minue, lorsqu'on  fait  croître  m  de  —  oo  à  +  ce,  et  par  conséquent  on 
pourra  assigner  deux  limites  entre  lesquelles  tombe  chaque  valeur 
de  m  qui  le  rend  égal  à  ±  a.  Cela  fait,  on  pourra  calculer  chacune 
de  ces  racines  par  les  méthodes  connues  ,  avec  autant  d'approximation 
qu'on  voudra. 

On  trouvera  ainsi  que,  n  étant  impair,  l'équation 

m"  =  aemh 

admet  une  racine  positive  si  h  est  négatif  ou  nul,  et  qu'elle  en  admet 
deux  si  h  est  positif  et  moindre  que  y-  :  ces   deux  racines  deviennent 

égales  lorsque  h  est  égal  à  r-i  et,  lorsque  h  est  plus  grand,  l'équation 

n'a  plus  de  racines  réelles. 

En  supposant  n  pair,  on  voit  que,  pour  deux  valeurs  de  h  égales  et 
de  signes  contraires,  les  racines  ont  les  mêmes  valeurs  en  signes  con- 
traires. Lorsque  h  est  positif,  il  y  a  toujours  une  racine  négative;  de 

plus,  si  h  est  moindre  que  7-,  il  y  a  deux  racines  positives  qui  de- 
viennent égales  pour  h  =  — • 
Quant  à  l'équation 

m"  =  —  aemh, 

elle  n'a  pas  de  racines  réelles  si  n  est  pair,  et,  si  n  est  impair,  elle  a  une 
racine  négative  quand  h  est  positif,  deux  racines  négatives  quand  //  est 
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compris  entre  o  et  —  j-  :    ces   deux    racines  deviennent   égales  pour 

h  =  —   t-,  el  cessent  d'exister  lorsque  h  est  moindre  que  —  r- 

Les  racines  imaginaires  de  l'équation  (8)  sont  en  nombre  infiui  ;  mais 
il  sera  encore  facile  de  séparer  chacune  d'elles,  et,  par  suite,  de  les 
calculer.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

m"  =  ne""1, 

dans  laquelle  nous  supposerons  n  pair  et  /.■  positif.  Faisons 

m  =  z  (cos  v  ±  y —  i  sin  v), 

z  étant  un  nombre  positif  et  v  un  arc  compris  entre  o  et  n,  il  nous 
viendra 

z"  (cos  nv  ±  sin  nv)  —  aehzcmv  [cos  (As sin  e)  ±  \r^-  i  sin  (hzsxn  vj], 

d'où 

z"  =  aehzcosv,      nv  -+-  ikn  =  hz  sin  v, 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 
La  dernière  équation  nous  donne 

nv  -f-  iAtz 
h  sin  v 

substituons  dans  la  précédente  cette  valeur  de  z.  et  nous  trouverons 


nv  ■+  aAîr 
{nv  +  lk-n:Y    -  -, 


ah" , 


équation  dont  nous  représenterons  le  premier  membre  par  y  (y).  Nous 
aurons  alors 

_  nv  -h  Ikit 
.,  s        (nv  +  2./cn)"~'      ~     .„n„  „     r       ;  .        ,  ,    .  ... 

o'(ii)  == —  r  s        «'sin'o  —  2«sini>.  \nv-{-  ihtz  .  cosi'  -+-  '«r-f-  2A-n)'\, 

sin"-*-1  c 

expression  dont  le  dernier  facteur  est  essentiellement  positif ,  comme 
on  le  voit  en  le  mettant  sous  les  deux  formes 

[n  sin  v  —  [nv  -+-  ikn)]2  -f-  in  sin  v.(nv  -+-  %kit).(i  —  cos  v), 
[n  sin  v  -h  {nv  -+-  ikn)]2  —  ïh  sin  v.{nv  +  %kz).\  \  -+-  cos  v). 
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Si  l'on  attribue  au  nombre  entier  k  une  valeur  positive  quelconque, 

ou  bien  une  valeur  négative  plus  grande  en  valeur  absolue  que  ~>  <p'(e) 

ne  changera  pas  de  signe  de  v  =  o  à  v  =  n,  et  comme  <p  (y)  est  nulle 
pour  une  de  ces  limites  et  infinie  pour  l'autre,  il  existera  une  valeur 
de  v  qui  vérifiera  l'équation 

y  (y)  =  ah". 

Lorsque  le  nombre  A-  est  compris  entre  o  et »  <p' (v)  change  de  signe 

pour  v  — — ;  cette  valeur  de  v  rend  y  [v)  égale  à  o,  tandis  que 

cette  fonction  est  infinie  pour  v  =  o  et  v  =  n',  l'équation 

<p  (y)  =  ahn 

a  donc  deux  racines,  l'une  entre  o  et 5  l'autre  entre  —  - —  et  n. 

n  n 

Si  l'on  suppose  k  =  o,  <f'{v)  sera  toujours  positive;  mais  f(v)  se 
réduisant  à  ?i"  e~"  pour  \<  =  o,  et  devenant  infinie  pour  v  =n,  il  exis- 
tera ou  n'existera  pas  de  valeur  de  v  qui  rende  <p  (v)  égale  à  ah",  sui- 
vant qu'on  aura 

nne~"  <   ou   >  ah",     c'est-à-dire,     h  >   ou   <  r-; 

be 

il  en  sera  de  même  si  l'on  suppose  k  = 

La  discussion  serait  toute  pareille  si  n  était  impair,  ou  h  négatif, 
ou  s'il  s'agissait  de  l'équation 

m"  =  —  aemh. 

Observons  que  si  h  est  nul,  toutes  ces  racines  imaginaires  dispa- 
raissent. 

Remarquons  encore  que,  pour  certaines  valeurs  de  h,  il  peut  y  avoir 
des  valeurs  imaginaires  de  m  dont  la  partie  réelle  soit  nulle.  En  effet , 
considérons  d'abord  l'équation 

m"  =  ae""1, 
et  faisons 

m  =  ±  g  v'^i  =  g  (cos  j[  ±  y/~i  sin  \ 
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g  désignant  u 

n  nombre 

positif 

;  elle 

'  deviendra 

S"  (cos  Y 

±  v: 

-  r  sin 

2  / 

==  a  (cos  gh  z 

ou  bien 

S" 

=  a, 

gk: 

/27T                      , 

= h    2  k, 

2 

De  là 

§ 

=  h, 

h    : 

«7T                2  ^7T 

Ainsi,  lorsqu 

on 

aura 

h  = 

~  Tb 

2  An 

l'équation 
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m"  =  ne""' 

admettra  les  deux  racines  -+-  b  \  —  i  et  —  h  \  —  j.  On  verra  pareille- 
ment que  l'équation 

m"  —  —  aemh 
admettra  les  deux  mêmes  racines,  si  l'on  a 

h  = 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  la  valeur  àej  (w)  ou  de  /',  qui  vérifie 
l'équation  ;  i  .  renfermera  : 

i°.  Des  termes  de  la  forme  S.e"JU  répondant  aux  racines  réelles  de 
l'équation   8;  et  dont  le  nombre  pourra  varier  de  o  à  3  ; 

2".  Des  termes  de  la  forme  Beêu  sin  [yu  -f-  §)  dont  le  nombre  est 
infini  et  dont  chacun  répond  k  deux  racines  imaginaires  conjuguées  de 
l'équation  (8). 

Dans  le  cas  particulier  où  cette  équation  (8)  a  deux  racines  égales , 
deux  termes  de  la  forme  Aevu  sont  remplacés  par  une  expression  telle 
que  eKU(A  +  Cf/),  et  dans  un  autre  cas  particulier,  où  la  même 
équation  admet  les  racines  ±  b  \  —  i ,  un  des  termes  de  la  forme 
BeÊU  sin  (yu  -+-  &\  se  réduit  à  B  sin  (bu  -+■  â). 

4«- 
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Lorsque  h  est  donné,  les  constantes  désignées  dans  ces  formules  par 

A,  B,  C,  â  sont  les  seules  arbitraires. 

Ayant  obtenu  les  valeurs  de  J'(u)  qui  satisfont  aux  équations  (i) 

et  (2),  si  l'on  veut  en   coordonnées  rectangulaires  les  équations  des 

courbes  correspondantes,  on  remarquera  que,  s  désignant  l'arc  d'une 

ds 

de  ces  courbes,  r  ou  J\u)  est  égal  à  —,  et  que.  pour  des  axes  conve 
nablement  choisis  ,  on  a 

dx  =  ds  cos  u,  djr  =  ds  sin  u. 

Il  en  résulte 

dx  =  j  [u  cos  u  du,     dj  =  j\u)  sin  u  du , 
et  par  suite 

x  =  fj\u)  cos  u  du,     j  =  fj'(u)  sin  u  du. 

Les  intégrations  indiquées  dans  les  seconds  membres  pourront  s'effec- 
tuer; il  restera  ensuite  à  éliminer  u  entre  ces  deux  équations,  ce  qui 
ne  parait  pas  possible  en  général. 

Examinons  maintenant  quelques-unes  des  courbes  qui  répondent 
au  problème  proposé.  Celle  qui  est  représentée  par  l'équation 

r  =  A  e xu 

est  à  la  fois  égale  et  directement  semblable  à  toutes  ses  développées  ; 
car  quels  que  soient  n  et  a ,  on  peut  toujours  disposer  de  h  de  manière 
que  la  valeur  m  =  a  satisfasse  à  l'une  des  équations 

m"  —  aemh,     m"  =  —  ne-mh. 
En  passant  aux  coordonnées  rectangulaires,  on  trouvera 

_       Ae""  (sin  u  ■+-  a.  cos  a)  _  Aexu  (a  sin  «  —  cos  u) 

P~  i+a*  '      y  ~  1  ~  i-f-a!  ' 

p  et  (j  désignant  des  constantes  arbitraires.  Faisons 


Vv*  -  PY  +  (  J  -  f |2  =  p  ,       x-p  =  tang  6,       -  =  tang  u  ; 
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il  viendra 

™-e  k  tari"  *., 

P  =  ;  =  A  COS  U  .  e      "    , 


tang  0  =    tang"-tangt-  =  tang  («  -  m). 
°  i  -+-  tang  «  tang  w  D  x 

et  par  conséquent 

0'==  u "~  ta,     p  =  A  cos  «  .  e  la"e  '-" , 

équation  d'une  spirale  logarithmique,  dans  laquelle  le  rayon  vecteur 
fait  avec  la  tangente  l'angle  w. 
L'équation 

r  =  B  sin  (/>w  ■+■<?), 

que  l'on  peut  toujours  ramener  à  la  forme  r=  B  sin  bu,  représente  une 
courbe  semblable  directement  et  inversement  à   la  fois  à  l'une  quel 
conque  de  ses  développées,  et  ses  dimensions  sont  à  celles  de  sa  n'e'"e 
développée  comme  1  est  à  b". 

Si  nous  prenons  d'abord  b  =  i ,  auquel  cas  la  courbe  est  égale  à  ses 
développées .  nous  avons 

dx  =  B  sin  u  cos  udu,      dj  =  B  sin2  u  du  , 
d'où 


B  .  N  B  B    . 

p  =  - ;  (i   —  COS  1U),      J—C/—-U  —    7   SU1   lit. 
4  2  4 


De  là 


B 
y  —  q  =  7  arc  cos 


['--^J-n/'^-^-^-^2' 


équation  d'une   cycloïde  engendrée  par  un  cercle  dont   le  diamètre 

est  — 

Lorsque  b  est  quelconque,  l'équation 

/■  =  B  sin  bu 

représente  une  épicycloïde;  pour  le  démontrer,  nous  rapporterons  la 
courbe  aux  coordonnées  polaires  p  et  9  employées  tout  à  l'heure.  A  cet 
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effet,  des  équations 

cIjl  =  B  sin  bu  cos  u  du ,     djr  =  B  sin  bu  sin  u  du  . 
nous  déduirons,  en  intégrant, 

X  —  p  =  —  JTZZ"  (sm  l,u  sm  "  "+"  ^  cos  bu  cos  ")< 
_y  —  q  =  ,,_    (sin  èw  cos  u  —  b  cos  è«  sin  u  . 

Il  en  résulte 

i&2  =  th r,  (sin2  &«  -(-  b2  cos2  £wt, 

1  fo»  —  i)'  v 

"~  b  ^[B'é'-(6'-i)-y][(*'-0y-B!]' 

On  a,  d'un  autre  côté, 

tane  6« 

,         ,  .     ,  tans  " 7 — 

,  h  cos  bu  sin  «  —  sin  bu  cos  «  t» 

tailS  S    =   -: : : ; : =     ■ z-, 

sin  bu  sin  u  H-  /;  cos  bu  cos  u                                 tane  oh 
i  -+-  tang  « 2 — 

et  si  nous  faisons 

tang  bu  , 

2 =    tang   u    ^ 

d'où 

b'du  h' bU 


,  /tane  bu\         ,  , 

u  =  arc  tang  I  — ^ —  I-    au  = 


sin2  bu  -+-  b2  cos!  i« 

nous  aurons 

„  tane  «  —  tane  a'  ,  ,.  -  , 

tang  9  =  - - — >  =  tane  (u  —  u) .     9  =  u  —  u , 

i  -+-  tane  «  tang  u 

n         rfe  =  <&<  -  rfu*  =  -  f  v/^'lfrt-- 

•'  6p  V     (è-  —  i)'pJ  —  B- 

<  lierchons  maintenant  l'équation  de  l'épicycloïde  engendrée  par  le 
point  M  de  la  circonférence  BMN  pendant  qu'elle  roule  intérieurement 
sur  la  circonférence  fixe  ABG.  La  droite  menée  du  centre  O  de  celle-ci 
au  centre  G  de  la  première  passera  au  point  de  contact  B;  la  lettre  \ 
indique  la  position  du  point  décrivant,  lorsqu'il  sert  de  point  de  con- 
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tact  aux  deux  circonférences.  Traçons  OA,  OM,  CM,  et  faisons 
OA  =  A,     CB  =  a,     OM  =  p,     MOA  =  9,     BCM  =  f 


La  figure  nous  donne 

9  =  BOA-COM; 

de  plus,  l'arc  AB  est  égal  à  l'arc  MB  dont  la  longueur  est  aty;  par  suite, 


BOA 


aty 


,    9 


a  if 


COM. 


Mais  du  triangle  COM  dans  lequel  l'angle  C  est  le  supplément  de  ty,  on 
déduit 


donc 


cosi  =  '•-£-">;-'•,  cosCOM=^(,A~a);-a-: 

T  2  (A  —  a)  a  2  (A  —  a)  p 


„  a  ù1  —  (A  —  aY —  a'  p2  +  (A — aY —  a' 

9  =  -  arc  cos  - ^ '- arc  cos r 


A  ™  2  (A  —  a)  a 

et,  en  différentiant, 


2  (A  —  a)  p 


d.9  —  —  (A~2a)rfP«/     A'~  P; 

Ap  V  p1  —  (A  —  2a)2 

Cette  équation  conviendra  également  au  cas  où  la  circonférence  mo- 
bile serait  extérieure  à  l'autre,  pourvu  qu'alors  on  y  regarde  a  comme 
négatif.  On  voit  qu'elle  devient  identique  à  l'équation  (9),  lorsqu'on 
pose 


A  = 


i»— -1 
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\insi  cette  équation  (9),  et  par  conséquent  l'équation  /•  =  B  sin  bu , 
représente  une  épicycloïde  qui  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers 
l'origine  O  selon  que  le  nombre  b  est  supérieur  ou  inférieur;!  l'unité, 
c'est-à-dire  selon  qu'elle  est  plus  petite  ou  plus  grande  cpie  sa  dévelop- 
pée. Elle  nous  apprend  d'ailleurs  que,  dans  cette  courbe,  le  rayon  de 
courbure  est  proportionnel  au  sinus  d'un  angle  cpii  lui-même  est  pro- 
portionnel à  l'angle  du  rayon  de  courbure  avec  une  direction  fixe. 
Cette  propriété  se  démontrerait  aisément  par  des  considérations  géo- 
métriques analogues  à  celles  qui  servent  à  établir,  dans  le  livre  des 
Principes,  la  similitude  de  l' épicycloïde  et  de  sa  développée. 

Je  me  borne  à  mentionner  encore  deux  ou  trois  courbes  assez 
simples  que  l'on  pourra  discuter  en  formant,  comme  précédemment, 
les  valeurs  de  p  et  de  tang  0.  Par  exemple,  les  courbes  représentées 
par  les  équations 

/■  =  A  [eb"  +  eb "'- "'] ,     r  =  A  [ebu  —  e6 'A~  "  ] , 

et  qui  sont  semblables  à  leurs  développées  d'ordre  pair,  sont  des  spi- 
rales composées  de  deux  branches  symétriques  qui  s'éloignent  à  l'infini 
de  part  et  d'autre  d'un  rayon  vecteur  minimum.  Dans  la  première 
courbe,  ce  rayon  vecteur  est  perpendiculaire  à  la  tangente  à  son  ex- 
trémité; dans  la  seconde,  cette  extrémité  est  un  point  de  rebrousse- 
ment  où  la  tangente  se  confond  avec  le  rayon  vecteur.  On  peut  ajouter 
que  chacune  de  ces  lignes  est  semblable  à  la  développée  de  l'autre. 
L'équation 

/•  =  Beê"  sinyu, 

par  laquelle  je  termine ,  représente  une  courbe  semblable  à  sa  déve- 
loppée, et  dont  les  dimensions  sont  aux  dimensions  homologues  de  cette 
développée  comme  1  est  à  \  o2  +  y2.  Elle  présente,  de  même  que  l'épi- 
cycloïde,  une  suite  de  points  de  rebroussement  correspondant  à  des 

valeurs  de  Q  qui  croissent  par  degrés  égaux  à  -  ;    mais   ces   points,   au 

lieu  d'être  situés  sur  une  même  circonférence,  sont  sur  une  spirale 
logarithmique,  et  la  tangente  en  chacun  d'eux,  au  lieu  de  se  confondre 
avec  le  rayon  vecteur,  fait  avec  lui  un  angle  constant.  D'ailleurs  le  rayon 
vecteur  de  chaque  point  de  rebroussement  est  maximum  ou  mini- 
mum ,  suivant  que  \  ë'  -+-  y8  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  1 . 
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DEUXIEME    PARTIE. 


Supposons  que  l'on  développe  une  courbe  quelconque  AM  à  partir 
d'un  point  A,  de  façon  que  sa  développante  la  rencontre. en  ce  point; 
puis,  qu'on  développe  cette  développante  à  partir  du  même  point  A, 
et  ainsi  de  suite.  Proposons-nous  de  déterminer  la  limite  des  courbes 
ainsi  obtenues. 

Soit  r  =J(ii)  l'équation  de  la  courbe  AM;  par  le  point  (r,  u)  me- 
nons-lui une  tangente  qui  sera  normale  à  la  première  développante  et 
la  coupera  au  point  (r, ,  u,);  par  ce  dernier  point  menons  à  cette  pre- 
mière développante  une  tangente  qui  coupe  la  deuxième  au  point 
(r2,  u2),  et  ainsi  de  suite.  On  aura 

du  =  du,  =  du2  =    ■  .  •  —  du„. 

dr,   _  dr,   dr„   

dH—  r'     ~dli-r"    lui  -  r"-" 
et  par  conséquent,  en  supposant  u  =  o  pour  le  point  A, 

r„=   fUf\..fUf(u)dW, 

«/O       «/O  t/O 

ou  bien,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

r„  = 5-^7- — \  f  («  -  zT*f(*)dz. 

1.2. 3. ..(71—  l)J0       V  JK 

Je  supposerai  que  f  [u)  ne  devienne  pas  infinie,  même  lorsque  « 
augmente  jusqu'à  l'infini;  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  dans  une 
courbe  fermée  et  dépourvue  de  points  d'inflexion.  J'admettrai  aussi  que 
j  [u]  ne  se  réduit  pas  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  ?/,  comme 
il  arriverait  si  le  point  A  était  l'origine  d'une  spirale  logarithmique. 

Cela  posé,  nommons  p.  une  moyenne  entre  o  et  u;  on  aura 

rn  =  M f  "  („_*)«-<  dz  = ~ /(  p  ■ 

i .  a .  3 . . .  (n  —  i  )  J0  i .  2 . 3 . .   n  J  " 

Les  valeurs  de  u  qui  répondent  à  des  points  de  la  n'ime  développante 

Tome  IX.  —  Novembre  1 8^4-  5o 
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doivent  donc  être  telles  que  ~ soit  une  quantité  finie;  or.  si 

n        i .2.3. . .n  " 


on  pose 


.2.3. .  .n 


et  qu'on  prenne  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  trouvera,  en 
appliquant  la  formule  de  Stirling, 

n  log  u  —  n  log  n  -+-  n logyarcra) +  etc.  =  log  v, 

d'où 

log  -  =  —  i  H Ioe(27r«)  H —  etc.  H — • 

~  n  ?.n       °  K  '  lin'  n 

Si  maintenant  on  fait  n  infini,  v  devant  rester  fini,  on  aura 

,        u  n 

log-=-i,      «  =  -; 

ainsi,  quand  n  devient  infini,  u  doit  le  devenir  aussi,  de  manière  que  le 

U  .       ,        ,     ,      I 

rapport  -  soit  égal  a  — 

Appelons  maintenant  e  un  nombre  très-grand,  mais  fini,  et  faisons 

P  =    ("  (u-  z)n-<j  (z)dz,     F  =  f"  lu-  z)"-'  f{z)  dz , 

de  sorte  qu'on  ait 

r '  (u  —  z)n-'f(z)f/z  =  P  +  F. 

Soient  a  une  moyenne  entre  o  et  £,  a'  une  moyenne  entre  s.  et  u;  on 
aura 

p-=/Mjf*(«-,r-A=saû(.  -  ;)"■ 

Mais  lorsque  «  devient  infini,  «  devient  égal  à  -  et  (  i 1    à  e~et  ; 
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on  a  donc 


P  = 


9„  et  §'„  se  réduisant  à  zéro  quand  n  est  infini. 
On  tire  de  là 

p       /(«)  x  ,_e-**  x  7+T„' 

et  l'on  voit  que  ce  rapport  est  très-petit  lorsque  n  est  infini ,   puisque 
ie  nombre  £ ,  quoique  fini ,  est  très-grand   En  l'appelant  6  on  aura 

/*"(«-  zf-'j\z)dz  =  P  (i  +  6)  =  (  i  +  ê)   f'  («  -  z)"-7  (z)  dz , 

et  par  conséquent 

r„  = 1±J f '  („  _  zf->  f  (Z)  tf2. 

1.2.3.      («—  i)  J0  I        j   \  J 

De  même,  y  étant  aussi  très-petit  quand  n  est  infini,  on  aura 

r„_,  =  — 1±| — .  r  («  -  »rvx*)  *■ 

i    2.3...(«— a)  J0     v  J  w 

Divisons  cette  équation  par  la  précédente,  et  nous  trouverons 


ou     — —  =  (n  —  i  )  — -i  x 

/-„rf«  y  i-(-6 


fS(u-z)"-'f(z)dz 


Le  rapport  de  deux  éléments  correspondants  des  intégrales  qui  sont 
dans  le  second  membre  est ;  celui  des  intégrales  entières  est  donc 

compris  entre  -  et  s  ou  bien  égal  à  -  d  +  <?),    â   se   réduisant   à 

zéro  quand  n  est  infini.  On  a,  par  conséquent, 


dr«     _  "  —  '   x  ('+7)('- 


r„du  u  i  +  6 

5o.. 
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Supposons  enfin  «infini,  <?  deviendra  égal  à  o, prendra  la  va- 
leur e,  et  comme  on  peut  supposer  6  et  y  aussi  petits  que  l'on  voudra, 
il  s'ensuit  qu'on  aura,  en  remplaçant  du  par  son  égal  clu„, 

— £-  =  e.     d'où     r„  =  Ce™», 

/•„  au,, 

équation  d'une  spirale  logarithmique  dans  laquelle  le  rayon  vecteur 
fait  avec  la  normale  l'angle  dont  la  tangente  est  e. 

Afin  de  vérifier  ce  résultat,  je  vais  le  retrouver  d'une  autre  manière 
dans  un  cas  particulier.  Je  supposerai  que,  dans  la  courbe  primi- 
tive AM,  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  à  une  puissance 
moindre  que  la  deuxième  de  l'arc  compté  à  partir  du  point  A  ;  le  cercle 
répond  à  la  puissance  du  degré  zéro.  J'appellerai  s,  st,  s2,  etc.,  les  arcs 
de  la  courbe  AM  et  de  ses  développantes  compris  entre  l'origine  A  et 
les  points  qui  répondent  aux  rayons  de  courbure  /•,  r,,  r2,  etc.  :  on 
aura  évidemment 

ds„+,  dsa 

Si  donc  l'équation  de  la  n'eme  développante  est  connue,  et  que  ce  soit 
/„  =  j  [sn),  on  aura  pour  la  suivante 


T 


Cela  posé,  soit  r  =  bsa  l'équation  de  la  courbe  AM;  en  formant, 
comme  on  vient  de  l'indiquer,  les  équations  des  développantes  succes- 
sives, et  les  résolvant  par  rapport  à  r,,  r2,  etc.,  on  trouvera  généra- 
lement 


rn=(i— a)"-*-1-"  x ^X- — W-a  *»+»-«. 


[(a— «){3— «)(4— «)...(«-M— a)]»-»"'— 
Si  l'on  suppose  n  infini,  les  quantités 


[2  —  a)»+»-«.     A»  +  — ,        "~a    , 

«-4-1  —  a 
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se  réduisent  à  l'unité.  Quant  au  facteur 


n  ■+■ 1  —  a 


[(2-«)  (3-«)  (4-«).  ..(*+.-«)]"  ^ '- " 
si  on  l'égale  à  z,  on  aura 

log  z  =  log  [n  -+-  i  —  a) 

ou,  en  appliquant  une  formule  connue,  et  nommant  ^  une  constante 
indépendante  de  n, 

log  z  —  log  (h  +  i  —  a) 


;(«  +  i-a)  +  i 


«) 

log  (re  -+-  i  —  a)  —  (n  -+-  i  — 

a)~ 

I 

—  a)  h , — -' r  —  etc. 

_ 

-, — r.  +  etc. 

2  (/?  -+-  i  —  a)  1 2  («  -+-  1  —  a) 

Si  maintenant  on  fait  n  =  os,  il  viendra 

logz  =  i,       z  =  e, 
et  par  conséquent 

r„  =  esn. 

Telle  est  l'équation  de  la  limite  des  développantes;  en  la  différentiant , 
on  trouve 

dr„  =  edsn  =  er„  du„,       —  =  edu„, 

et  par  conséquent 

r„  =  Ce*», 

comme  plus  haut. 

Il  existe  sur  les  développantes  successives  un  autre  théorème  énoncé 
par  Jean  Bernoulli.  Concevons  un  arc  de  courbe  AB,  tel  que  les  tan- 
gentes à  ses  deux  extrémités  soient  perpendiculaires  entre  elles  ;  dé- 
veloppons-le à  partir  du  point  B,  ce  qui  nous  donnera  l'arc  BC  ;  déve- 
loppons celui-ci  à  partir  du  point  C,  ce  qui  nous  donnera  l'arc  CD,  et 
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ainsi  de  suite  ;  les  extrémités  de  ces  arcs  seront  toutes  situées  sur  deux 
parallèles,  savoir,  la  tangente  à  l'arc  primitif  AB  au  point  A,  et  sa  nor- 
male au  point  B.  Le  théorème  dont  je  parle  consiste  en  ce  que  la  limite 
des  arcs  ainsi  construits  est  une  demi-cycloïde. 

Poisson  en  a  donné  une  démonstration  dans  le  xvme  cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique ,  il  m'a  semhlé  qu'on  la  simplifiait 
beaucoup  en  la  présentant  de  la  manière  suivante  : 

Par  un  point  M  de  l'arc  AB  traçons-lui  une  tangente  qui  coupe 
lare  BC  en  N;  par  le  point  N,  menons  à  ce  dernier  une  tangente  qui 
coupe  l'arc  CD  en  P,  et  ainsi  de  suite.  Soient  r,  /•, ,  r2,  etc.,  les  rayons 
de  courbure  de  ces  arcs  aux  points  M,  N,  P,  etc.  Soit  u  l'angle  que  les 
rayons  de  courbure  de  rang  pair  font  avec  la  tangente  à  l'arc  AB  au 
point  B,  et  que  ceux  de  rang  impair  font  avec  la  tangente  au  même  arc 
au  point  A.  On  aura 

dr2  =  r,du,     dr3  =  —  r2du.     drt  =  r3du,     etc., 

les  signes  des  seconds  membres  étant  alternativement  H-  et  —  ;  il  en 
résulte 

r2  =    /     r,du,     r3  =    /      r2du,     i\  =    I      rtdu,     etc., 

les  limites  des  intégrations  étant  alternativement  o  et  u.  n  et  —  Mais 

/ ,  est  une  fonction  de  u  qui  s'annule  pour  u  =  -;  elle  peut  donc,  de  o 
à  m,  être  exprimée  par  la  formule 

r,  =  A,  cos  u  -+-  A i  cos  3m  -4-  A5  cos  Bu  ■+■  etc. , 
en  faisant 


ÎXVw 


cos  ia.dv. 


On  en  conclut 


A  A- 

r%  =  A.t  sin  u  -+-  —■  sin  3«  -+-  -=■  sin  5u  ■+■  etc. , 

r,  =  A,  cos  m  H-  V-  cos  3m  -+-  —cos  Bu  -+-  etc.. 
3  '  3:  52 
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et  généralement 

/„  =  A.  sin  u  +  ~ —  sin  5u  -+-  = —  sin  jm  +  etc. , 
si  n  est  un  nombre  pair,  ou  bien ,  si  n  est  impair, 

/„  =  A,  cos  u  +  tt~,  cos  3m  ~+~  p—  cos  5m  -+■  etc. 

Supposons  maintenant  n  infini,  tous  les  termes  disparaîtront,  à  l'excep- 
tion du  premier,  et  nous  aurons 

r„  =  A,  sin  u, 
ou 

r„  =  A ,  cos  u. 

La  première  de  ces  équations  représente  ,  comme  on  l'a  vu  plus  haut , 
une  cycloïde,  et  il  en  est  de  même  de  la  seconde  qui  s'en  déduit  en 

changeant  u  en  -  —  u. 
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NOTE    SUR    LA    COURBURE    DES    SURFACES; 
Par  M.  FEVCK, 

Professeur  île  Mathématiques  à  Strasbourg. 


Dans  le  cahier  d'avril  de  ce  Journal,  t.  IX,  p.  1 35,  il  a  été  question 
rln  beau  théorème  de  M.  Ch.  Dupin ,  sur  les  surfaces  trajectoires  or- 
thogonales. Dans  mon  cours  d'analyse  à  la  Faculté  des  Sciences,  je 
démontre  ce  théorème  de  la  manière  suivante.  On  sait  qu'il  consiste  en 
ce  que,  si  deux  surfaces  se  coupent  partout  orthogonalement.  l'in- 
tersection est  une  ligne  de  courbure  des  deux  surfaces.  Ce  théorème 
est  évident  si  l'une  des  deux  surfaces  est  développable,  vu  que  l'inter- 
section coupe,  dans  ce  cas,  à  angles  droits  toutes  les  arêtes  de  celle- 
ci,  etc.  Or,  soient  S,  S'  deux  surfaces  trajectoires  orthogonales  quel- 
conques. C  leur  intersection.  Si  par  un  point  de  C  on  imagine  un 
plan  P,  tangent  à  S',  il  sera  normal  à  S.  Faisons  mouvoir  ce  plan  de 
façon  qu'il  reste  tangent  à  S'  sur  C;  son  enveloppe  sera  une  surface  dé- 
veloppable trajectoire  orthogonale  de  S,  et  passant  par  C,  et  c'est  par 
cette  intersection  C  qu'elle  est  orthogonale  à  S.  Donc  C  est  une  ligne 
de  courbure  de  S.  De  même  pour  S'. 
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DE  LA  LIGNE  GÉODÉSIQUE  SUR  UJN  ELLIPSOÏDE  QUELCONQUE: 
Par  J.  LIOUY1LLE. 


L'équation  différentielle  de  la  ligne  géodésique  (la  ligne  la  | >l n>» 
courte  sur  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  se  présente  sous  une 
forme  extrêmement  compliquée  lorsqu'on  t'ait  usage  cîes  coordonnées 
ordinaires.  Aussi  les  géomètres  avaient-ils  été  rebutés  de  la  traiter. 
Mais  M.  Jacobi  a  observé  qu'elle  devient  beaucoup  plus  maniable 
quand  on  se  sert,  pour  déterminer  la  position  d'un  point  sur  l'ellip- 
soïde, des  deux  lignes  de  courbure  passant  par  ce  point,  genre  tout 
particulier  de  coordonnées  dont  Legendre  s'est  autrefois  servi  avec 
succès.  L'illustre  géomètre  de  K.œnigsberg  est  parvenu,  de  cette  ma- 
nière, à  ramener  la  détermination  de  la  ligne  géodésique  demandée 
aux  simples  quadratures.  On  peut  voir,  dans  le  tome  VI  de  ce  Journal 
page  267  la  formule  élégante  qu'il  a  obtenue  et  dans  laquelle  ligu 
rent  des  transcendantes  abéiiennes.  M.  Jacobi  s'est  contenté  de  poser 
cette  formule  sans  ajouter  la  démonstration:  mais  en  indiquant  le  sys 
terne  de  coordonnées  qu'il  a  employé,  il  a,  par  cela  même,  rendu 
cette  démonstration  très-facile  à  trouver.  Je  viens  après  d'autres  géo- 
mètres en  présenter  une  à  mon  tour,  en  y  joignant  quelques  remar- 
ques qui  me  semblent  utiles. 

Je  prends  pour  point  de  départ  ce  théorème  connu  (ou.  si  Ton  veut, 
cette  définition),  que  la  ligne  géodésique  pour  une  surface  est  celle 
que  décrirait,  à  la  suite  d'une  impulsion  quelconque,  un  mobile  as- 
sujetti à  demeurer  sur  la  surface  et  dont  le  mouvement  ne  serait  altéré 
par  aucune  force  accélératrice. 

Soient 


f-b 

r! 

y- 

b-  —  : 


!  ■  ne  IX    —  1  ii   gui  1.    1  ri  1 1 


5i 
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les  équations  de  trois  surfaces  du  second  degré,  l'une  ellipsoïdale,  les 
deux  autres  hyperboliques  à  une  nappe  et  à  deux  nappes.  En  regar- 
dant p,  ix,  v  comme  trois  variables,  on  pourra  faire  passer  ces  surfaces 
par  tout  point  (x,  y,  z)  de  l'espace;  leur  intersection  déterminera  ainsi 
ce  point  dont  p,  p.,  y  seront  les  coordonnées.  Mais  ces  coordonnées  se 
réduiront  à  deux  (p.,  y)  lorsqu'on  se  borne  à  considérer  les  points  situés 
sur  l'ellipsoïde  dont  l'équation  est 


pj—  b- 


ce  qui  aura  lieu  dans  la  question  qui  nous  occupe,  pourvu  qu'on  re- 
présente par 


ip,      i\  p2  —  A-.      2  \  p-  —  c'2, 

les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  dont  on  veut  déterminer  la  ligne 
géodésique;  les  deux  variables  ou  coordonnées  a,  y  se  rapportent  res- 
pectivement aux  deux  genres  de  lignes  de  courbure  delà  surface  dont 

>  ==  constante,     et     \j.  =  constante, 

sont  les  équations  respectives. 

On  sait,  et  il  est  facile  de  vérifier  [*]  que  les  éléments  de  ces  lignes 

de  courbure  à  partir  d'un  point  donné  (p,  u.,  v)  sont 

ds'  =  \Jp .  du. ,     ds  "  =  \/  <j .  dv ., 
en  Faisant 

!..  carré  de  la  vitesse  d'un  mobile  sur  l'ellipsoïde  rfs  désignant  l'élé- 
ment décrit  pendant  le  temps  dt    est,  par  suite, 

ds"Y  MA*  fdvy 


luis  le  tome  II  <le  ce  Journal    page  147,  un  Mémoire  de  M.  Lamé,  mais 
en  avant  soin  d'observer  que  l'auteur  désigne  par  les  lettres  j-.  v,  p  ce  qi 
ici  respectivement  par  -,  p.,  ». 


d.p- 
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et  si  ce  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force  accélératrice  (auquel  ca> 
la  ligne  décrite  sera  précisément  la  ligne  géodésique),  on  aura,  d'après 
les  formules  de  la  Mécanique  analytique ,  les  deux  équations  suivantes 
du  mouvement, 

dp. 
/Jdï_i  dp  MA2  i  dq  /d-A* 

dt        ~  2  dji  '  -7/  i  i  rffi  \  dt 

d      — 
'q  dt    _   i  dp  /dfty  i  dq  ldv\* 

dt  '    "2Â  \dt)     +  a  ~dv  \~dt)  ' 
écrivons  aussi  l'équation  des  forces  vives  qui  s'en  déduit, 

p  \-j-)    ■+■  q( -J-)     —  une  constante  C. 
Maintenant ,  soit 

P-." =  m        P3-"' _  n 

(  f  -  ï)  (c  -  ff)  (i»  -  v')  (c  -  -s) 

don 

^  =  m  [fx?  —  v2  .     q  =  n   y."  —  va  . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  du  mouve- 
ment et  développant  les  calculs,  on  aura 

d'où 

"(?• ->-)%+ ïf  -  >')%(W +Mïï  ~™i£ 
=c[-(î)'— @j>^- 


c'est-à-dire 

«.lu.- V'j  \  fit 


dt  ~   n2  — 


St.. 
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Multipliant  par  i  (  p?  —  v2!  d[i,  et  intégrant,  on  aura  donc 


^(^-v2)2(|)2=A  +  C^, 


A  étant  une  constante.  La  seconde  équation  du  mouvement,  traitée 
d'une  manière  semblable,  fournira 

»(>'->')»(£)■  =  B-lV. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  les  constantes  A  et  B  sont  égales  au 
signe  près,  car  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  que  nous 
venons  d'obtenir,  on  a 

C^1- "•)  [/»  (î)' +  ,(!)•]  =A  +  B+C(^-v«), 

d'où 

B  =  -  A, 

puisque  le  premier  membre  est  égal  àCf/Jt.2  —  v2 !  en  vertu  de  l'équa- 
tion des  forces  vives. 

En  divisant  ces  mêmes  équations  membre  à  membre,  nous  aurons 
dès  lors 

mdp}         Cpr  —  B         y? — p 
ndv-  ~~  ÎT^CT*  —  p  — v2' 

/3  étant,  comme  B  et  C,  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  une  forme  assez  élégante;  elle 
donne  en  effet 

-  «(/-'  ifa'  -+-  mv  ilv.'  v.1  ils"    -\--j'ils'" 

'  n<lv'--\-  nu/y- 

d'où 

j3  =  p.2  cos   i  -+-  v2  sin2  i , 

fêtant  l'angle  compris  entremet  riV'[*].  Mais  la  formule  que  nous 
avons  trouvée  d'abord  est  plus  commode  pour  achever  le  calcul. 


[è]  Sur  une  surface  quelconque  la  ligne  géodésique  jouit  de  cette  propriété,  que  lt 
plan  oscillateur  est  en  chaque  point  normal  à  la  surface.  C'est  ce  qu'on  prouve  aisément 
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Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  et  prenant,  pour  fixer 
les  idées,  le  signe  —  dans  le  second ,  on  en  conclut  de  suite 

Ç  WLTT-": :d't  —  a  _     f  sjf  —  r-d-j 

J   S/'^—b  V    -     ■    y/fi»  —  p  J   ^■-•—v^c'  — v'y'p  —  *' 

Telle  est  l'équation  demandée  de  la  ligne  géodésique  sur  un  ellipsoïde 
à  trois  axes.  Cest,  aux  notations  près,  celle  de  M.  Jacobi,  qui,  du 
reste,  au  lieu  des  variables  u.  et  v,  emploie  deux  variables  o  et  <h  liées 
à  celles-là  par  les  relations 


v  =  b  cos  i|j,     fjt.  =  y  r 2  cos2  y  -l-  Z>2  sin2  <p. 
L'élément  <&  de  la  ligne  géodésique  est  exprimé  par 


ds  =  \jpdp}  -+-  (jdv2 


D'ailleurs,  en  multipliant  ses  deux  membres  par  \  u2  —  v2,  l'équation 
V  m  •  rff*  V  "  •  ^v 


fr—p           v  a--/ 

nous  donne 

y  p. dp                 \jq.dv 

On  en  conclut 

=  yp> 

ds 

F'-P                     V'V-P 

par  la  géométrie.  De  là  une  équation  différentielle  du  second  ordre  dont 

.    u.:  cos- 1  -+-  vJ  sin-  i  =  (5 

est  une  intégrale  première  pour  le  cas  particulier  de  l'ellipsoïde.  î\~e  pourrait-on  pas 
arriver  aussi  par  des  considérations  purement  géométriques  à  cette  intégrale  première 
dont  la  forme  est  si  simple,  ou  (ce  qui  est  au  fond  la  même  chose)  au  théorème  curieux 
démontré  par  M.  Joachimsthal  dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  savoir,  que  PD  =  constante, 
le  long  de  la  ligne  géodésique,  D  étant  le  demi-diamètre  de  l'ellipsoïde  parallèle  à  l'élé- 
ment ds,  et  P  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  à  la  surfai  een 
un  point  de  cet  clément? 
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on  bien 

u.'  \//«  .  r/p.  b5  \   n 


et  enfin 


Vf 


vVa-P  VI 

Ici  les  variables  sont   séparées  comme  dans   l'équation  même  de  la 
courbe;  on  a  donc  cette  formule  très-remarquable 

ru.-' v "i     i         r  v- \/«~    » 
i du.  +    /    ■  dv  -h  constante. 

Les  limites  supérieures  de  nos  intégrales  sont,  bien  entendu,  les  va- 
riables mêmes  [X,  v;  quant  aux  limites  inférieures,  ce  sont  des  quan- 
tités choisies  arbitrairement  une  fois  pour  toutes. 

Soit,  pour  abréger, 


L'équation   que  nous  avons  trouvée  pour  la  ligne  géodésique  peut 

s'écrire 


aa. 


AJ  a2)  étant  par  rapport  à  ju.2  un  polynôme  du  cinquième  degré,  les 
intégrales  qui  entrent  dans  le  premier  membre  sont  des  intégrales  abé- 
liennes  de  première  classe  et  de  première  espèce;  en  désignant  donc 
par  //  une  constante  quelconque  différente  de  p,  et  faisant 


J    ~     M,-!  J 


-v»)rf(, 


on  aura 

p.2  =  X  (2a .  u) ,     v2  =  X,  (2a ,  u) , 

X  et  X,  indiquant  les  fonctions  inverses  que  M.  Jacobi  a  introduites  en 
analyse.  Ces  fonctions  à  deux  variables,  que  l'emploi  de  l'auxiliaire  u 
nous  a  permis  de  mettre  en  évidence,  jouissent  de  nombreuses  pro- 
priétés. On  sait,  par  exemple,  qu'elles  ont  quatre  périodes  distinctes. 
On  sait  aussi  que 

X  (2a  4-  2a',  u  +  u'),     X,  (2a  -+-  2a',  u  +  u' 
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s'expriment  algébriquement  et  même  à  l'aide  de  radicaux  carrés  seu- 
lement) par  Àfaa,  u  ,  X,  aa,  m),  X  (aa',  m'j,  X,  (aa',  m').  Enfin  À  a«j  «  . 
/,  se.  u),  où  les  arguments  a  et  u  sont  quelconques,  s'expriment  de 
la  même  manière  à  l'aide  des  fonctions  où  un  seul  argument  reste  va- 
riable, l'autre  étant  égal  à  une  constante  quelconque,  à  zéro  si  on 
veut. 

Quant  à  la  formule  pour  l'arc  a,  elle  se  compose  d'intégrales  ahé- 
liennes  du  même  genre  que  les  précédentes,  mais  de  seconde  espèci  , 
car 

Introduisons  avec  M.  Hermite  les  quantités  «  et  «,  au  lieu  de  a  et  -, 
qui  en  dépendent,  puis  posons 

nous  aurons 

s  =  E  (2a  ,  m)  —  E  (aa ,  u0) , 

u0  désignant  la  valeur  de  u  pour  laquelle  on  prend  s  =  o. 

Or,  il  suit  du  célèbre  théorème  d'Abel  sur  les  sommes  d'intégrales, 
que 

E  (aa  +  aa'.  u  -+-  u'  1  =  E  (aa,  ui  +  E  :  aa',  «')  +  R , 

R  désignant  une  fonction  de  X(aa,  u),  X,  (aa,  u),  X  (2a',  *<'),  ' ■•  'a  •  "  • 
algébrique  et  même  dépendante  de  simples  radicaux  carrés.  On  sait 
aussi  que  E(aa,  u)  s'exprime  dans  toute  sa  généralité  par  des  fonc- 
tions à  un  seul  argument,  telles  que  E(aa,  o),  E(o,  u),  etc. 

Tous  ces  théorèmes  d'analyse  qui  établissent  entre  les  coordonnées 
de  certains  points  et  les  longueurs  de  certains  arcs  une  relation  dépen- 
dante uniquement  de  la  règle  et  du  compas,  répondent  à  des  théo- 
rèmes de  géométrie  analogues  à  ceux  qu'on  a  autrefois  obtenus  pour 
les  arcs  d  ellipse  [*].  Ils  dérivent  de  la  considération  des  amplitudes  des 


[*]  Énonçons  ici  d'une  manière  plus  précise  un  de  ces  théorèmes. 

Donnons  à  a  une  valeur  déterminée  et  à  u  doux  valeurs  particulières  «0,  u;  de  là 
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fonctions  abéliennes.  D'autres  seront  relatifs  à  leurs  modules.  Afin  de 
bien  fixer  les  idées,  prenons  pour  la  limite  inférieure  des  intégrales 
relatives  à  v2  une  constante  absolue,  zéro  par  exemple;  prenons  de 
même  une  constante  absolue  pour  la  limite  inférieure  des  intégrales 
relatives  à  /*2;  soit  enfin  ,  si  l'on  veut,  h  =  o.  Nos  fonctions X (2a,  u), 
- ,  -y.,  u)  seront  ainsi  définies  avec  précision.  Mais  outre  ia  et  u,  elles 
contiennent  implicitement  p,  b,  c,  jS.  Pour  un  ellipsoïde  donné,  p,  b.  c 
sont  donnés.  Les  lignes  géodésiques  en  nombre  infini  que  l'on  peut  con- 
cevoir sur  cet  ellipsoïde  répondront  aux  diverses  valeurs  des  constantes 
a,  Ci  ;  et  c'est  en  faisant  varier  u  seulement  que  l'on  parcourra  chacune 
d'elles.  Considérons  en  particulier  les  lignes  géodésiques  qui  répon- 
dent aux  diverses  valeurs  de  a  et  à  une  valeur  fixe  de  p.  Les  coordon- 
nées de  chaque  point  de  chacune  d'entre  elles  étant  fournies  par 

p*  —  X  {ia ,  u),     y2  =  X,   aa,  1/  . 

où  X  et  X,  sont  des  fonctions  bien  déterminées,  les  propriétés  qu'on 
aura  alors  à  rechercher  dépendront  des  amplitudes  au  élu  seulement. 
Mais  si  Ton  fait  varier  fi,  les  fonctions  X,  X,  varieront  aussi ,  et  la  con- 
sidération des  propriétés  de  leurs  modules  deviendra  nécessaire.  Il  en 
sera  de  même  si  l'on  veut  comparer  entre  elles  des  lignes  géodésiqm»- 
;  Hâtives  à  divers  ellipsoïdes,  c'est-à-dire  faire  varier  A,  c  ou  p. 

un  arc  s  de  ligne  géodésique  terminé  aux  <letix  points  (jt,,  v„),  (p.,  v)  pour  lesquels  on  a 

a.!  zzz'h^ix,  11),      v'J  —  /,  (22,  u) ,      [IJ  =  \{2.a,  «0),      v\  ~  i,  (2a,  ?<„). 

Pour  d'autres  valeurs  a',  «'„,  u',  on  aura  un  autre  arc  >'  terminé  aux  points 
.  »     pour  lesquels 

ft's  =r  /    in.',  u'),     etc. 

Enfin  le  système  des  valeurs  y.  -+-  a',  a0-f-  «'0,  (/  +  «'  fournira  un  troisième  arc  t'  ter- 
miné .uix  point  s  (V',,  v"),  (;/;,  v")  pour  lesquels 

i  ■  /.  -j-  2a',      ii  -f-  «'),      etc. 

I  (i  di  s  propriétés  des  fonctions  abéliennes  qu'on  vient  de  rappeler,  il  suit  immédiat)  - 
ment  :  i  "  Que  u." ,  v"  dépendront  géométriquement  de  u,  v,  p.',  v',  et  f/." ,  v"  de  p.,,,  v;„  (*'„ ,  v'0  ; 
ainsi,  les  coordonnées  des  extrémités  de  ,v  et  s'  étant  données,  on  pourra  trouvi 
des  |ioiiits  extrêmes  de  s";  2°  que  l'arc  ,v"  s'exprimera  par  la  somme  s-i-s1  des  deux 
autres,  a  une  quantité  algébrique  près  dont  la  valeur  pourra  être  construite  au  moyen 
le  la  règle  et  du  compas. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  Jog 


SUR  LES  COURBES  TAUTOCHRONES; 

Par  M.   PUISEUX. 


1 .  La  méthode  que  je  vais  suivre  pour  traiter  le  probleuie  des  taulo- 

chroues  est  uniquement  fondée  sur  la  différentiation  sous  le  signe   /  ■ 

Elle  me  semble  préférable  au  développement  en  série  qu'on  trouve 
dans  la  Mécanique  de  Poisson.  Je  détermine  l'équation  de  la  tauto- 
chrone  soit  dans  le  vide,  soit  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est 
comme  le  carré  de  la  vitesse,  et  en  supposant  le  mobile  pesant  ou  soi- 
licité  par  une  force  dirigée  vers  un  centre  fixe.  En  particulier,  lorsque 
le  mobile  est  attiré  ou  repoussé  par  un  centre  fixe  proportionnellement 
à  la  distance,  et  que  la  résistance  est  nulle,  j'obtiens  pour  solutions  la 
ligne  droite,  la  spirale  logarithmique,  l'épicycloïde,  et  une  spirale  que 
j'ai  considérée  ailleurs,  et  qui  jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être 
semblable  à  la  développée  de  sa  développée. 

2.  Je  supposerai  d'abord  le  mobile  pesant  et  dans  le  vide:  |e  lin 
gérai  l'axe  des  x  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  il  s'agira  de 
trouver  la  courbe  que  doit  suivre  un  point  matériel  pour  arriver  tou- 
jours dans  le  même  temps  à  l'origine  des  coordonnées ,  quei  que  soit 
le  point  d'où  il  est  parti  sans  vitesse  initiale.  Nommons  t  le  tempM, 
s  l'arc  de  la  tautocbrone  à  partir  de  l'ongine,  h  la  valeur  de  x  pour  le 
point  de  départ  du  mobile,  g  la  pesanteur.  Nous  aurons,  par  le  prin- 
cipe des  forces  vives. 

ds~  ,  7  n  j  ds 

—  ig(  h  —  x),     at  =  — 


,lr- 


li—  x) 
Si  donc  nous  appelons  T  le  temps  employé  par  le  mobile  pour  arrive! 

Tome  IX.  —  Il  membre  1844 
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à  l'origine,  et  si  nous  faisons  s  =  <p  (x).  il  nous  viendra 

t=  >i-  r*  lm^, 

\Z2g-  Jo      V  A  —  .r 
ou  bien,  en  posant  x  =  #z, 

r  9'  (hz)dz  \Jli 


1        /"  f'(  Az)  rfz  1 


Par  la  nature  du  problème,  cette  valeur  de  T  doit  être  indépendante 
de  //;  il  faut  donc  que  sa  dérivée  relative  à  h  soit  nulle.  Mais  on  a 

£E  _        '         /*  '  0*a  ?"  (As)  -H  ?'  (Az)]  rfz 

la  quantité  entre  crochets  est  une  fonction  de  hz,  et  si  nous  faisons 

2Xip"(.r)  -+-  <f'{x)  =  <p,  (a?), 
l'équation  précédente  pourra  s'écrire 


rfT  _  1  r*  <f,(hz)dz  _  1  /*''  ?,!'   </< 

<^A  z^zg/t  Jo        \/i — z  iksfïg  Jo       \jh  —  x 

Mais  l'intégrale  définie    I      ?'  ne  peut  pas  être  nulle,  quel  que 

Jo       \  il  —  x 

soit  //.  à  moins  que  la  fonction  y,  (.r)  ne  soit  elle-même  identiquement 
nulle  ;  car  autrement  on  pourrait  prendre  h  assez  petit  pour  que  de 
x  =  o  à  x  =  h,  tpt  (x)fiît  toujours  de  même  signe,  et  alors  l'intégrale, 
ayant  tous  ses  éléments  de  même  signe ,  ne  serait  pas  nulle.  On  a  donc 
l'équation 

ixcp"  (x)  -+-  f'(x)  =  o, 

d'où 

?'  x)  =  y  '-- 

c  étant  \me  constante  arbitraire.  On  a  donc,  pour  la  courbe  cherchée. 


ds   _     jl 

dx~  \  c" 
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et ,  en  intégrant  une  seconde  fois, 

s  =  i  \cx  ; 

on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire,  parce  que  s  et  x  doivent  être 
nuls  en  même  temps.  Si  dans  la  valeur  de  T  on  remplace  f'(x)  par  sa 
valeur,  on  trouve 


V    2!,' 


valeur  indépendante  de  h  .  comme  cela  devait  avoir  lieu.  On  tire  d^  la 


et  par  conséquent 


V  IgX,       X  =  g^r= 


S". 


<  ette  équation  représente  une  cycloïde  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et 
dont  l'axe,    dirigé  en    sens  contraire  de  la   pesanteur,   a  pour  lon- 

2?T 

gueur  -~ — 

3.  Supposons  maintenant  le  mobile  attiré  ou  repoussé  par  un  centre 
tixe  :  soient  r  sa  distance  à  ce  centre,  J  [r)  la  force  qui  le  sollicite,  et 
qu'on  regarde  comme  positive  ou  négative,  selon  qu'elle  est  attractive 
ou  répulsive.  Appelons  a  ia  valeur  de  r  qui  répond  au  point  de  départ 
du  mobile,  a  celle  qui  répond  à  l'origine  des  arcs  parcourus  dans  le 
même  temps,  S  l'angle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  r  et  a.  L> 
principe  des  forces  vives  nous  donnera 


ds 

:it-- 


f.'j"" 


Faisons 


f  '  f{r) dr  =  x,       %  ["/(r  dr  =  // ; 


l'équation  précédente  deviendra 


=  h  —  x,      d'où     dt  = 

"t-  yh—x 
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Si  donc  nous  désignons  par  T  le  temps  employé  à  parcourir  l'arc  dont 
les  extrémités  répondent  à  r  =  a,  r  =  a,  ou  bien  à  x  =  /?,  x  =  o,  et 
si  nous  posons  de  plus  s  =  9  (x),  nous  aurons 


,  dx 


Cette  valeur  de  T  ne  diffère  que  par  le  facteur  constant  yag  de  celle 
qu'on  a  trouvée  plus  haut;  elle  doit  être  indépendante  de  a  et  par 
conséquent  de  h  ;  on  aura  donc  encore 

d'où  résulte 

T  =    71  \C, 

et,  par  suite, 

—  —  -_ï_  •  —  îl    ~ 

ou  enfin  ,  en  remplaçant  .r  par  sa  valeur, 


Ces  deux  équations  multipliées  ensemble  nous  donnent 

J  V  >ds  —  4T' 

on  voit  par  la  que  la  composante  suivant  le  rayon  vecteur  de  la  force 
(jui  sollicite  le  mobile  doit  être  à  chaque  instant  proportionnelle  à  l'arc 
qui  lui  reste  à  parcourir.  Cette  propriété  de  la  tautochrone  était  con- 
nue de  Newton  [Principes,  liv.  Ier,  section  10)  [*]. 


[*]  On  en  déduit  immédiatement  la  solution  de  cette  question  :  Quelle  doit  être  la  loi 
de  l'attraction,  pour  qu'une  courbe  donnée  soit  tautochrone!' 
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4.   De  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  ds ,  on  tire 


dr 


vr> 


f(r  dr 


tb  T  V  2  f{r) 

on  voit  par  ia  que  —  se  réduit  à  zéro,  quand  on  fait  r  =  a,  en  excep- 
tant le  cas  particulier  ou  l'on  aurait 

/  «)  =  o. 

On  en  conclut  que  généralement  la  tautochrone  est  normale  au  rayon 
vecteur  mené  du  centre  fixe  à  l'origine  des  arcs  parcourus  en  temps 
égaux;  cette  origine  est  alors  un  sommet  de  la  courbe. 
Mais  il  peut  en  être  autrement  si  l'on  a 

/(*)  =  o- 
Alors  l'expression  de  —  prend,  pour  r  =  a,  la  forme  -•  et  par  la  mé- 
thode ordinaire  on  trouve  que  sa  vraie  valeur  est r] :  tel  est  le 

cosinus  de  l'angle  sous  lequel  le  rayon  vecteur  mené  à  l'origine  des 
arcs  coupe  la  tautochrone.  Si  toutefois  ce  cosinus  était  plus  grand  que  t 
ou  imaginaire,  la  courbe  serait  elle-même  imaginaire,  au  moins  pour 
les  valeurs  de  r  voisines  de  a,  et  par  conséquent  ne  répondrait  pas  a  la 
question. 

a.  Si  dans  l'équation  précédente  on  remplace  ds  par  \dr2  +  r'dd*. 
on  aura  l'équation  cle  la  tautochrone  en  coordonnées  polaires  :  elle 
peut  s'écrire 


— /-   r  -    I       1   ,   d, 
\'f[r)dr 

Supposons  en  particulier  la  force  proportionnelle  à   une  puissance  de 
la  distance  .  de  sorte  qu'on  ait 

f(r)  =  mrP; 
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il  viendra 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

La  forme  de  la  courbe  dépend  principalement  du  nombre  et  de  la 
grandeur  des  valeurs  positives  de  r  qui  annullent  R.  Or,  la  dérivée  de  R 
étant  un  binôme,  en  pourra  toujours  savoir  pour  quelles  valeurs  de  / 
ce  trinôme  augmente  ou  diminue,  et  on  connaîtra  par  conséquent  dans 
quels  intervalles  se  trouvent  les  racines  positives  de  l'équation 

R=o, 

s'il  en  existe.  Sans  entrer  dans  le  détail  de  cette  discussion,  qui  exige  la 
distinction  d'un  assez  grand  nombre  de  cas.  j'en  indique  seulement 
les  résultats  principaux. 

En  supposant  que  a  ne  soit  pas  nul ,  le  rayon  vecteur  mené  à  l'ori- 
gine des  arcs  est  normal  à  la  courbe  et  la  partage  en  deux  parties  s\  - 
métriques  :  la  longueur  a  de  ce  rayon  est  un  maximum  par  rapport 
aux  rayons  voisins,  si  la  force  est  répulsive;  un  minimum,  si  elle  est 
attractive.  Dans  ce  dernier  cas.  la  courbe  à  son  sommet  peut  tourner  vers 
le  centre  fixe  sa  concavité  ou  sa  convexité  ,  le  rayon  vecteur  peut  croître 
jusqu'à  l'infini,  et  alors  la  courbe  est  une  spirale  composée  de  deux 
branches  infinies  symétriques,  ou  bien  le  rayon  vecteur  a  un  maximum 
fini;  alors  le  rayon  maximum  est  tangent  à  la  courbe,  et  celle-ci  est 
analogue  pour  la  forme  à  une  épicycloïde  engendrée  par  un  point 
d'un  cercle  mobile  roulant  intérieurement  sur  un  antre  cercle  décrit 
du  centre  fixe. 

La  force  étant  toujours  attractive,  si  l'on  suppose  a  =  o  et  p  com- 
pris entre  +  i  et  —  i  ,  l'origine  des  arcs  se  confond  avec  le  centre 
fixe,  et  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  symétriques  qui ,  par- 
lant d'un  même  point  ou  elles  sont  tangentes  au  rayon  vecteur  maxi- 
mum ,  s'enroulent  autour  du  centre  fixe  et  ne  l'atteignent  qu'après  un 
nombre  infini  de  révolutions. 

Lorsque  la  force  est  répulsive,  le  rayon  vecteur  peut  décroître  jus- 
qu'à zéro  ou  avoir  un  minimum  ;  s'il  y  a  un  minimum,  la  forme  de  la 
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eourbe  est  analogue  à  celle  d'une  épicycloïde  engendrée  par  un  poinl 
d'un  cercle  mobile  roulant  extérieurement  sur  un  autre  cercle  décrit  du 
centre  fixe  :  si  le  rayon  n'a  pas  de  minimum  ,  la  courbe  est  une  spirale 
a  deux  branches  symétriques  qui  s'approchent  indéfiniment  du  centre 
sans  l'atteindre  :  leur  longueur  peut  être  finie  ou  infinie. 

6.   Considérons  plus  particulièrement  ie  cas  où  la  force  <sl  propor- 
tionnelle à  la  première  puissance  de  la  distance;  l'équation  de  la  tauto 
chrone  devient ,  en  faisant  p  =  i , 


de  =  ±dr. 


\T 


Si  l'on  suppose  d'abord  ///.  <  o,  ou  la  force  répulsive,  et  qu'on  fasse 

—  4         +  i  =  -,  on  voit  que  cette  équation  appartient  à  une  épicy- 

cloïde  qu'on  peut  décrire  en  faisant  rouler  extérieurement  un  cercle 

de  rayon  ^  '  ~     a  sur  un  autre  cercle   décrit  du  centre  fixe  avec   le 

rayon  p.a.  Cette  propriété  de  l'épicycloïde ,  d'être  tautochrone  lorsque 
la  force  est  proportionnelle  à  la  première  puissance  de  la  distance,  se 
trouve  démontrée  dans  le  livre  des  Principes  (loc.  cit.). 

Lorsque  la  force  est  attractive,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas 

Soit <  i,  et  raisons  i  —       ,     =  —  :  la  courbe  sera  encore  une 

épicycloïde,  et  ~  1)a  sera  |e  rayon  du  cercle  qui  l'engendrera  en  rou- 
lant intérieurement  sur  un  autre  cercle  décrit  du  centre  fixe  avec  le 

rayon  la. 

Soit  maintenant-  ■..—  =  i  :  l'équation  représente  une  droite  située  à 

la  distance  a  du  centre  fixe;  on  retrouve  ainsi  une  propriété  bien 
connue  de  cette  ligne. 

Soit  enfin  ^4~  >  '»  et  faisons   '  _/"    -  i  =  ^;  l'équation  de  la  tau- 


[*j  Klle  est  alors  intégrable 
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tochrone  devient 

,,  dr      /r--h  "A2  a2 

M  =  ±  -\/— i- 

Xr  V     r2  —  a- 

On  voit  que  r  peut  croître  depuis  a  jusqu'à  l'infini;  6  devient  d'ail- 
leurs infini  en  même  temps  que  r:  la  courbe  est  donc  une  spirale  à 
deux  branches  symétriques  s'éloignant  indéfiniment  du  centre  fixe. 
Mais  elle  jouit,  en  outre,  d'une  propriété  remarquable;  c'est  qu'elle 
est  semblable,  non  pas  comme  Fépicycloïde  à  sa  développée,  mais  a  la 
développée  de  sa  développée,  de  sorte  qu'en  formant  ses  dévelop- 
pées successives,  on  obtient  une  série  de  courbes  semblables  de  deux 
en  deux 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement,  comme  je  l'ai  fait  voir 
dans  un  précédent  article ,  de  la  relation 

p  =  ->— — >  (e*  -+-  e 

qui  existe  entre  le  rayon  de  courbure  p  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe,  et  l'angle  u  qu'il  fait  avec  le  rayon  vecteur  mené  du  centre 
fixe  au  sommet.  Pour  démontrer  cpie  cette  relation  convient  à  la  ligne 
dont  nous  nous  occupons,  il  suffit  de  faire  voir  qu'on  en  peut  tirer 
son  équation  entre  r  et  9. 

Prenons  pour  axe  des  y  une  parallèle  à  la  droite  avec  laquelle  le 
rayon  de  courbure  fait  l'angle  w,  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire, 
nous  aurons 

dx  =  p  cos  n  du .     dy  =  —  p  sin  a  du 

Remplaçons  p  par  sa  valeur  écrite  plus  haut,  intégrons,  et  disposons 
des  constantes  arbitraires  de  façon  que  Ton  ait  x  =  o  et/  =  a  pour 
u  =  o;  il  viendra 

x  =  -  \e>u  (sin  u.-h  >  cos  u)  -+-  e~  "•  sin  //  —  À  cos  /'  ], 
Y  =  -  [e'-"  cos  u  —  À  sin  u   +  e~  "'cosu  +  /  sin  u)], 
et  par  conséquent 

x-  +  j2,     ou     r2  =  y  [(i  +  X2)  ;>■'•"  4-  e-'1'",  4-2   i  —  X2)]. 
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Tirons  de  cette  équation  e*)u  -+-  e~^u;  ajoutons-y  ±  2,  et  extrayons 


la  racine  carrée;  nous  trouverons 


«  V    1  -h):-  a  V   ,  +v 

et  en  différentiant  l'une  de  ces  équations ,  puis  la  divisant  par  l'autre, 
nous  aurons 

du  =  ±  rdr 

D'un  autre  côté,  si  dans  la  relation 

r2dù  =  jdx  —  xdj  =  pduix&ui  a  -+- y  cosz/), 

nous  remplaçons  p,  .r,   y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  u,  il  nous 
viendra 


d'où 


r>de  =  ~-±^  [e'"  -+-  e-^fdu  =  ±  rdr  y/^^f, 

r     V      r' —  3} 


ce  qui  est  l'équation  de  la  tautochrone. 

Nous  avons  supposé,  dans  la  discussion  précédente,  a  différent  de 
zéro;  s'il  était  nul,  on  aurait 


,/5  =  ±^v/4Jif!_i_ 

Si  - — —  est  moindre  que  1,  cette  équation  ne  représente  rien;  si 
2 — ^  =  1,  elle  appartient  à  une  droite  passant  par  le  centre  fixe: 
enfin  si ^—~  surpasse  l'unité,  elle  représente  une  spirale  logarith- 
mique. Ainsi,  lorsqu'un  mobile  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  spirale 
logarithmique  est  attiré  par  l'origine  de  cette  courbe  proportionnelle- 
ment à  la  distance,  il  y  arrive  toujours  dans  le  même  temps,  quel 
que  soit  son  point  de  départ. 

7.  On  pourrait  faire  sur  la  loi  de  la  force  plusieurs  autres  hypothèses 
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et  obtenir  des  courbes  plus  ou  moins  faciles  à  discuter;  je  nie  borne  à 

supposer  encore 

f(r)  =  m{r-  a), 

cas  auquel  s'applique  la  remarque  qui  termine  le  n°  4.  On  aura  alors 


r    V        7T 

.      ,     ,            •   ,       ■                                   IT'Vni 
équation  qui  représente  une  spirale  logarithmique,  lorsque  y  -1— ; l 

est  une  quantité  réelle.  Ainsi,  lorsqu'un  point  assujetti  à  rester  sur  une 
spirale  logarithmique  est  sollicité  par  une  force  dirigée  vers  l'origine 
et  proportionnelle  à  l'excès  de  son  rayon  vecteur  sur  celui  d'un  point 
fixe  de  la  courbe,  il  arrive  dans  le  même  temps  à  ce  point  fixe,  quel 
que  soit  son  point  de  départ. 

8.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  le  mouvement  dans 
le  vide;  admettons  maintenant  que  le  mobile  éprouve  de  la  part  du 
milieu  environnant  une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  sa  vi- 
tesse. Soit  k  cette  résistance  pour  une  vitesse  égale  à  l'unité:  en  con- 
servant les  notations  du  n°  2,  nous  aurons,  dans  le  cas  d'une  pesan- 
teur constante  en  grandeur  et  en  direction, 


il  h-  d.c 

ou  bien 


tlt'  s  ds  "^       dt- 


d{jy-*k{jï)*ds  =  -2sdx- 


Cette  équation  s'intègre  à  la  manière  des  équations  linéaires;  remar- 
quons d'ailleurs  que  la  vitesse  doit  être  nulle  pour  x  =  h,  et  nous 
trouverons 

e~k'  ds 


Faisons 


V  eJ,  e~"'dx 

f    <<-2Ai  clx  =  1,       fX  e- aAv  dx  =  u,     e-  hs  =  <\>  (u)  ; 


PURES  ET  APPLIQUEES.  4  m, 

il  viendra 

dt  —     V(u'id"  t L_  f'  ^  u)du 

ù  \!lg{l — a)  kfogJo       \Jl-~u 

Cette  valeur  de  T  est  pareille  à  celles  qu'on  a  obtenues  aux  nos  2 
et  5  ;  elle  doit  être  indépendante  de  h  et  par  suite  de  /;  ou  en  conclura 
donc  de  la  même  manière 

+'  "  =  -  n/«' 

et,  en  intégrant, 

iL  («)  =  i  —  i  \vu 

On  a  déterminé  la  constante  en  considérant  que  ty(u)  ou  e~Aj  doit  se 
réduire  à  l'unité  pour  s  =  o,  c'est-à-dire  pour  x  =  o,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même  ,  pour  u  =  o. 

Dans  la  valeur  de  ï  remplaçons  ty'(u)  par  —  y-;  elle  devient 
d'où 

kl  sfâg 


Substituons  cette  valeur  de  \c,  ainsi  qtie  celles  de  u  et  de  t|/  (h),  dans 
l'équation 

(j<  («)  =   I  —  2  \[CU  ) 

nous  trouverons 

e-A,  _  ,  _  ^ï  ^/ag    ÇXe-^dXi 

ou  ,  en  transposant  et  élevant  au  carré, 


X' 


Diftérentions,  multiplions  les  deux  membres  par  eiks,  puis  intégrons, 
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et  il  nous  viendra,  pour  l'équation  de  la  tautochrone, 

4— f—  x  —  pk*  _  fa  —  i        #  =      "      fe*'  —  Aï  —  i). 
En  faisant  A  =  o.  elle  devient 

on  retrouve  la  cycloide,  comme  cela  devait  arriver.  Quelle  que  soi! 
d'ailleurs  la  valeur  de  A,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  la  tautochrone 
est  tangente  à  la  cycloïde  à  son  sommet ,  et  que  le  contact  est  du  se 
cond  ordre. 

9.  La  résistance  étant  toujours  proportionnelle  au  carré  de  la  vi- 
tesse, supposons  enfin  que  le  mobile  soit  attiré  ou  repoussé  par  un 
centre  fixe;  nous  aurons,  en  reprenant  les  notations  du  n°  3, 

d  ~s  ,*  f  \  dr  ,    ds 

dO  '   K       ds  de 


,  ,  ds    ,  , 

Intégrons  cette  équation  de  manière  que  y  s  évanouisse  pour  r=  a.  et 


nous  trouverons 
Posons 

d'où 

taisons  de  plus 

il  viendra 


(g)2  =  ae**'jT  V**'/(,    dr. 

jf  f(r)dr  =  x, 
f(r)  dr  =  dx  ; 
f°J(r)dr  =  h, 
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Sauf  le  facteur  constant  g,  cette  valeur  de  I  — )    est  identique  à  celle  i\u 

numéro  précédent;  la  valeur  de  T  qui  s'en  déduit  doit  être  indépen- 
dante de  a  et  par  conséquent  de  h  ;  en  outre,  comme  dans  ce  numéro, 
x  se  réduit  à  zéro  en  même  temps  que  s.  Répétant  donc  les  raisonne- 
ments et  les  calculs  déjà  faits ,  on  arrivera  à  la  même  équation ,  où  g 
sera  remplacé  par  l'unité  ;  et,  en  y  remettant  à  la  place  de  x  sa  valeur, 
on  aura,  pour  équation  de  Ja  tautochrone. 


£'  f(r)dr=  ^{eP-ks-r.1). 


En  faisant  À  =  o,  on  retrouve  la  courbe  que  nous  avons  déterminée 
dans  le  cas  du  vide;  on  reconnaîtra  facilement  qu'en  général  ces  deux 
courbes  sont  tangentes  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur  a  qui  esl  leur 
sommet  commun ,  et  qu'elles  y  ont  un  contact  du  second  ordre. 
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SU!    LES   INTÉGRALES    AUX   DIFFÉRENCES   FINIES 
Par  M.  Robert  LESLIE  ELLIS  (de  Cambridge). 


On  peut  évaluer  l'intégrale 

(0  fc/x fdj...  fdzç  x.j :   . 

dans  laquelle  les  variables  x,  y z  doivent  prendre  toutes  les  va- 
leurs positives  qui  satisfont  à  l'inégalité 

^(x,  j,...,  z)  <  //. 

en  remplaçant  dans  la  formule  (i)  la  fonction  o  par  une  fonction  dis- 
continue, qui  devient  égale  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  des  variables 
non  comprises  dans  la  formule  (2  .  On  peut  alors  étendre  les  intégra- 
tions depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  ce  qui  simplifie  beaucoup  les  calculs. 

Je  crois  que  c'est  à  M.  Lejeune-Dirichlet  qu'est  due  l'idée  de  cette 
manière  d'évaluer  les  intégrales  multiples;  c'est  ainsi  qu'il  a  obtenu, 
il  v  a  quelques  années,  une  généralisation  très-remarquable  d'un  théo- 
rème clù  à  Euler. 

La  théorie-  des  intégrales  définies  nous  fournit  plusieurs  moyens 
d'exprimer  les  fonctions  discontinues;  je  me  suis  servi,  pour  cet  objet, 
du  théorème  de  Fourier.  Au  moyen  de  ce  théorème,  j'ai  déterminé, 
dans  un  petit  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de 
Cambridge,  les  valeurs  de  deux  intégrales  multiples.  La  première  de 
ces  intégrales  revient  à  la  généralisation  qu'a  donnée  M.  Liouville  du 
résultat  de  M.  Dirichlet;  mais  je  crois  que  la  seconde  est  nouvelle. 

La  facilité  avec  laquelle  j'avais  obtenu  ces  résultats  me  fit  penser 
qu'on  pourrait  peut-être  appliquer  une  méthode  semblable  aux  diffé- 
rences finies;  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu  par  cette  considé- 
ration font  le  sujet  de  ce  qui  va  suivre. 

En  suivant  l'analogie  qui  existe  entre  les  différences  finies  et  les  dif- 


PURES  ET  APPLIQUÉES, 
férences   infiniment  petites,   on  voit   qu'à   l'intégration    multiple.   !' 
faut  substituer  des  sommations  par  rapport  à  toutes  les  variables  qui 
entrent  dans  la  fonction  donnée. 

Soit  <p  (x,  y)  cette  fonction.  Je  désigne  par  ^  2)  ?  G*"»  Y)  la  quantité 
suivante  (h  —  a  et  d  —  c  étant  des  nombres  entiers  et  positifs  . 

f  n,  c)  -+-  <p  (a  +  i ,  c)  -+- .   .   .  <p(b,  c) 

-+-  y  {a,  c  +  i)  + cp(b,  c  -+■  i) 

+ 

-+-  a  (a,  d)  -+- <p(b,  d). 

Il  est  visible  que  cette  notation  pourrait  s'étendre  à  un  nombre 
quelconque  de  variables- 

Le  tbéorème  de  Fourier  se  remplacera  par  la  formule  suivante,  dans 
laquelle  b  —  x  et  se  —  a  sont  des  nombres  entiers  et  positifs, 

3  fx  =  -   j     ^«5*  ju  cos  a  (x  —  ii  . 

On  peut  donc  poser 

x  =  a ,    =  a  -+-  i , =  b  ; 

mais  si  l'on  donne  à  x    qui  doit  toujours  être  un  nombre  entier   une 
valeur  quelconque  non  comprise  dans  ces  limites,  on  aura 


i 


da  \  ju  cos  a.  ( x  —  u   =="o. 


La  démonstration  de  ce  théorème  est  si  facile,  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
de  s'y  arrêter  ;  je  ferai  seulement  observer  en  passant  qu'elle  supposa 
que  la  fonction  fu  ne  devienne  infinie  pour  aucune  des  valeurs 

u  =  a,     a-t-i,...,    b. 

Désignons  par  \x\p  la  fonction  ,     :  toutes  les  fois  que  p  est  un 

nombre  entier  et  positif,  nous  aurons 

\x\ p  =  X.X  -+-  I . . .  x  +  p  —  I . 
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Cela  posé,  entrons  en  matière. 

Je  vais  chercher  la  valeur  de  la  somme  multiple 


r«     2020  -  20  M'"'  \j\''-'  -  [*\~A*  +  y  +  -  +  *)> 

dans  laquelle  l'étendue  de  la  sommation  est  donnée  par  l'inégalité 

(5)  x  +  y  -!-...  -i-  r  ~~ ;  h. 

D'après  l'idée  fondamentale  de  notre  analyse,  je  remplace  dans  la  for- 
mule (4)  la  fonctiony(x  -+-  y  +  ...-+-  z)  par 

-    I     na  2.  Ju  cos  a  (x -h y -\- . . . -\-  z  —  u). 

Donc  nous  aurons,  en  changeant  l'ordre  des  sommations, 

A  est  un  nombre  négatif  quelconque 

Les  sommations  par  rapport  à  x, y,  etc.,  peuvent  à  présent  s'étendre 
jusqu'à  l'infini. 

Nous  allons  déterminer  les  valeurs  de 

OO  ^_^  00 

'S    \x\p~'  cos  ot.x,      et  de      ^    \x\p~' sin  ax . 

Soit  z  =  eW-';  nous  aurons,  par  un  théorème  connu, 

a  "V     a~r  cosa.r  =  — i s 

0  i  —  l         .  —  — 

a  az 

puisqu'on  a 

3  1  II 

i  -\ h  etc.  = >      et      i  H h  etc.  = 

a  z  -  za  i 

a  za 

Pareillement  on  a 

p  z  p.p  -\-l  z 


:  .2     «' 


—  -4-  etc.  = 


:>' 
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et  de  là 

rJÊ„-,.^TiP 


En  écrivant  dans  cette  équation  z~'  au  lieu  de  z,  elle  deviendra 


a-Pz-<  +  etc.  =  r(/> 


Ajoutant  cette  équation  à   la    dernière,    nous  aurons,   à    cause   de 

•  •*  <     — r~r —  ' 

(8)     22rw^fl"(^l,cosow  =  r^|(^  4  (^rl 

(On  doit  remarquer  que  \p\p  =  o,  puisque  F  o ,  a  une  valeur  infinie.) 
Ensuite ,  à  cause  de 

[a  —  z)  (a  —  z-1)  =  i  —  ia  cos  a  +  a2. 

nous  aurons 

Z  Z~  '  l 


\z  a-  z-y+  z-'a  -  z)t 


a  —  z)P  (a  —  z-')P  (i  —  2acosa-f-a2)f 

Mais  .  puisque  z  =  cos  a  -+-  V —  i  sin  a , 

rt  —  z  =  sin  a  (a  cosec  a  —  cotang  a  —  \j  —  i  ) . 
Posons  donc 

cotang  o  =  a  cosec  a  —  cotang  a , 
la  valeur  de  a  —  z)p  deviendra 

(s£^f(cos^-v~  r  si"/''-  • 

tandis  que  celle  de  (a  —  z-')p  sera 

/sina\P/  .  v 
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par  conséquent 

.v„  \n  /sina\/'  , 

z(a  -  z-y  -h  z-'  (a  -  zf  =  2  (^J   cos  {po  -+-  a). 


sin  -j. 


Mais  la  valeur  de  sin  œ  est  égale  à ;■  Donc,  nous  aurons 

(1 —  2ocosa  4- a-)7 
finalement 

9)  ^'\oc\^a^-^  cosax  =  r(p)-C°s(/,?  +  a)     „• 

0  (  1  —  in  cos  -x  +  11    ' 

On  trouvera  de  la  même  manière  que 

sin    pa  -r-  y.) 


Y     \x)p  -'  a-x-p-*   sin  ax  —  T(p) 


I  "  (l 2<7COS5t-(-  a1)* 

\        [a>  1  ). 
A  présent  faisons  «  =  1 .  Alors  nous  aurons 

I  —  cos  a  a 

cotang  <p  =  — : =  tan»  -  • 

sin  a  D  2 

c'est-à-dire 


et  les  équations  9   et    10  deviendront 

„,  rosr-(ïT  —  a)-f-aj 

I  2  sin  -  ) 


2n  M'""'  sin  aac  - 

:  sin  -  \ 

2  ' 


sin  U-  lie  —  X)  —  y.) 


Au  moyen  de  ces  équations,  on  prouvera  facilement  que 

[2"2J••■2J•r^,  bi'-'-  r2!"'  cosa(*  +  jr+...+ 

1    >     j  cos  I (77  —  a)-\-ny. —  y.u  I 

=  r  i  p  r  y  . . .  r  r s ^ — - 


//  étant  le  nombre  des  variable-  .r. 


I- 
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Mais  en  écrivant,  dans  l'équation  (n),  p  +  q  +...  r  au  lieu  de  p.  on 


aura 


oo  COS  I (ic  —  aj  +  a 

2nM^-—cos«^  =  r(p  +  7+...r)-  2    gV^...f -^ 


2  sin  -  ] 
et  pareillement 

(p-hq-h...  r 


7T  — a  J  -\-x 

\x]P+^-r~'  smax  =  T(p-h(]-^...r) 


2  sin  - 

2,/ 


En  combinant  ces  deux  équations,  on  trouvera  que 

Y     \x\ ™+  ■■■'-'  cos a (x  —  v) 

i  ',  C„S|P±V+-    ^|^_g;  +  g_at„| 

=  r  (/>  +  r/  +.../■  — 


(2sln2l 

Mettons  donc 

v  =  u  —  n  +  i , 

et  comparons  les  équations  (i  3)  et  (  1 4)  s  nous  aurons 

il5V<  °         °  " 

'  )=  I^lifcLW  V"  \x\™*- ■  ■  r-i  cos  « (x  -  («  -  «  +  i)). 

Ed  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  cfo  et  en  inté- 
grant depuis  zéro  jusqu'à  n,  nous  aurons,  par  la  formule   3  , 

\  f^ da^yœ ...y^° \x\p-'  \x}^ ..Az)r~l cosa(x+  r+ ...  z-  u) 

'i6i  r         °    ° 
)         -1 


r(/>)r(?)...r(/j ,    _         _...,_, 

r(»+7+...+r    '  1 


pour  toutes  les  valeurs  positives  de  u  —  n  +  i . 

Pour   toutes  les   valeurs    négatives    de  cette   quantité,   le  second 
membre  de  l'équation  (16)  est  égal  à  zéro. 
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Donc,  en  effectuant  la  sommation  par  rapport  à  u ,  il  est  inutile  de 
donner  à  u  des  valeurs  moindres  que  n  —  i.  Gela  posé,  nous  aurons 
finalement,  en  considérant  la  formule  I  j  , 

1 2  2  -2  M'-'  M*-1-  .{*h7v*  +  r-r--+  = 

l'étendue  des  sommations  étant  déterminée  par  l'inégalité 
a?  +  y  +  ...+  z~  h. 

Ce  théorème  est  l'analogue  pour  les  différences  finies  du  théorème  de 
M.  Liouville,  dont  j'ai  déjà  parlé. 

En  effet,  en  supposant  que  l'inégalité  qui  détermine  les  limites  des 
variables  soit,  comme  ci-dessus, 

x  -+■  J  +...+  "  ~  h, 

voici  le  théorème  de  M.  Liouville: 

Çdx  i  dj...  I    dzxlJ~'  f-i-,...z'-ljXjc-hy+...-hz) 

=  r(/Qr(g)...r(r)   [*jUu^...r-tduM 

T(p  +  q+...r}J0    J 

Il  est  vrai  que  cette  équation  n'est  qu'un  cas  particulier  du  résultat 
qu'a  donné  M.  Liouville,  mais  malheureusement  nous  ne  pouvons  pas 
généraliser  la  formule  (17)  en  supposant  que  l'étendue  des  sommations 
soit  donnée  par  l'inégalité 

ax  -+-  bj  +...•+-  cz  ~  fi , 

sans  au  moins  lui  donner  une  forme  beaucoup  plus  compliquée. 
\  présent,  désignons,  suivant  la  notation  usitée,  par  [x]p  la  fonc- 


r(*+i) 

\jc]p  —xx—  I  .  ..  X  —  p  -+-  l), 


tion —    '—■ ;  (nous  aurons,  quand  »  sera  un  nombre  entier, 

!     X  —  />  -f-  I  )   X  n 
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et  tâchons  d'évaluer  la  somme  suivante , 

2^,2^,  •■■2,_1  M"-  \jir-  M'-  /(*  +  j  +•••  «). 

dans  laquelle  .r  peut  prendre  toutes  les  valeurs  /?  —  1 ,  p,  p  -+-  1 .  etc.. 
tandis  que  y  peut  prendre  toutes  les  valeurs  q  —  1,  qt  q  +  1,  etc.. 
et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  variables.  L'étendue  des  sommations 
est  déterminée  par  l'inégalité 

x  +  jr-K..+  %~  h, 

dans  laquelle  h  est  égale  à  p  -j-  q  +  ...  r  -+-  un  nombre  entier. 
Nous  allons  premièrement  trouver  les  valeurs  de 

oc  ^_^  ce 

V      f.rl/'_,  cosax,    et  de     V        M^11  sin  ax. 


Puisque  nous  avons 

.    ,    P  „„ 


^      -  fl2z2  +  etc.  =  ; -• 

1.2  il —  az\i' 


il  s  ensuit  que 

r(j?~\+l]  ^"< 

l'(  1)  r  2]  '       1—  az)t 

Remplaçons  z  par  *•"""' .  nous  aurons,  en  ajoutant  les  deux  résultats  et 
en  posant  a  =  1, 

[p  —  i]p~'  cosy.  (p  —  1)  -t-  L/>]p~'  cosap  +  etc. 
1  _,      ,  /    zi—  z-'- 

c'est-à-dire  nous  aurons 

2£,  W"  '  cos  a*  =  2  r  M  ((T^p  +  (7=T^)  • 
et  pareillement 

V "     ^a•l/'-,  sin  ax—  -T(p)  (.  Z?  '     —  7-^ 
^p_,    L     J  2      v^  \(i  —  a)?  (1  —  =  - 

11  est  facile  de  voir,  en  suivant  à  peu  près  la  même  route  qu'aupara- 
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vant .  que  ces  deux  équations  reviennent  à  celles-ci  : 

cos  (£  (tt  —  y.)  —  «  ) 

(ï8)  2       W"'  cosax  =  T{p)~-±? ^y— f» 

^sin-j 

Bng(«-«)-«] 
rlg  2HWHsiDaj;:=r(P)- 


Cela  posé,   on  peut  facilement  s'assurer   que   la  somme  dont   nous 
cherchons  la  valeur  est  égale  à 

Par  conséquent  elle  est  égaie,  en  vertu  des  formules  (i 8)  et  (19  - 

et  de  là  nous  aurons  finalement 

r(/>  +  ?+---'-)^/)+,/+...r_r     L  J 

Les   deux  résultats  (17)  et    20)   suffisent  pour  montrer  l'esprit  de 
notre  analyse,  mais  je  vais  encore  l'appliquer  à  un  autre  exemple. 
Évaluons  l'expression 

2 1  v  2  .  •  •  2  a* b'- ■  ■  C*J  [i"-r  +  ny + •••  pz)» 

m.x  +  ;?j  4-...  pz  "  /*  étant  l'inégalité  qui  détermine   l'étendue  'des 

sommations. 

Je  suppose  que  m,n,...,p  soient  des  nombres  entiers.  En  faisant 

1  ' 

mx=x',   ny=y',  etc.;     a"1"  =a',   b"  =  6',  etc.. 
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la  formule  (2 il  deviendra 


2  2  -2  a'xb'*'...d*j  x' 


y 


Nous  pouvons  donc  admettre  que  m,  n,...,  p  soient  égales  a  l'unité;  le 
résidtat  général  se  déduira  facilement  de  ce  cas  particulier. 
Nous  aurons  d'abord 

\     2020-20«r*,-c*/(a     ?   ■■■* 

2  2     ' 

1  l    «-^^  P  ff  vX         ce         ^^^  ce 

|=  ~2ifu  j    da2d0Zi0-  20rt'r/,'--f  ;°osa  'fe+J-+  —a— «  ■ 
A  présent,  puisque 


2     «r  si°  «7"  = 


—  2ÛC0S  a         (J 

a  sin  a 


cos  a  -h  a2 


nous   pouvons  effectuer  les    sommations    indiquées  dans    le    second 
membre  de  l'équation  (2-3). 

En  effet,  on  verra,  avec  un  peu  d'attention,  que  nous  aurons 


(a3)       2   2   ••  2    à" b^...e'cùsa  a:+r+>. 

D  étant  égal  à 

(  1  —  ia  cos  a  +  a-  ). . .  1  —  ic  cos  a  H-  ca  , 
tandis  que  N  est  égal  à 
eost/.u  —  Sa.cosx.(u-hi)-hSab.cosa.(u-\-2)  —  ...±ab...ccosy.  u-hv), 

le  signe  de  sommation  S  ayant  rapport  aux  v  quantités  a.  h. 

\fin  de  donnera  -  une  forme  plus  commode,  posons  l'équation 

1    _     A. C 

D  1  —  2<JC0Sa-f-«'  1  —  2CCOS? 
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donc  nous  aurons 

A  = 


(a  —  b  ...{a  —  c]    (1 — ab)...[\ — ac) 


et  ainsi  de  suite  pour  B,...,C. 
Or,  nous  savons  que 


—  la  cosa-f-  a- 


(i  -h  2fl  cos  a  4-  etc.) , 

I  —  <72  v 


et  de  la  il  est  visible  que  le  terme  de  -■>  qui 

*  i  —  2acosa-+-  a- 

pas  a,  est  égal  à 


(a  —  b) .  .  .  (a  —  c)  (  i  —  n2)  (i  —  aè)  . . . (i  —  ac) 
ou  a 


a"  —  a"+<  Sa  +  a'"4"2  Sa*  —  etc.), 


(a-b)..   (a  —  cy 
puisque 

i  —  a Sa  -+-  cr  Snb  —  etc. 


(  i  —  a2)  (i  —  ab\.  .  .( i  —  ac) 


Nous  voyons  donc  que,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  u  et  pour 
u  =  o, 

\-   /     d&.'S    V    —5!    axby...cl  cosa  (.r  -f-  r  -+-...  z —  «) 


etc. 


"  (a—  è)...(a  —  c)  (*  — fl)...(è— c) 

Si  u  est  négatif,  faisons  m  =  —  «',  nous  aurons 

N  —  cos  au'  —  Sa.  cos  a  («'  —  i)  -f-  etc.  ±.  ab...  c  cos  a  m'  —  i>) , 

et  le  ternie  de  —  —-■>  qui  ne  renfermera  pas  a,  sera  égal  à 

1 — 2a  cos  a.  -f-  «a      *  '  D 

„«'+—'  i — «-iStt-f-fl--S«é— etc. 


(a  —  b).    .la  —  c)  (i  —  a2)(i — ab)   .  .(i  —  ac) 
En  supposant  que  u'  ne  soit  pas  moindre  que  f,  il  est  visible  que 
i  —  a~'Sa  ■+-  a~2Sab—  etc.  —  o. 
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Si  u'  est  moindre  que  v,  alors  la  formule  précédente  n'est  pas  égale  à 
zéro ,  mais  l'ensemble  des  termes  semblables  tels  que 

t>u+"-<  i  —  b~' Sa  -h  etc. 

{b  —  a)...(b—  c)(l  —  b%i—  ba)...{i—  bc) 

disparaîtra;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

Désignons  par  S,/  l'ensemble  de  toutes  les  combinaisons  qu'on  peut 
faire  u'  des  v  quantités  a,  b,...,  c.  Si  u'  est  moindre  que  v,  le  terme  de 

S  qui  ne  renfermera  pas  a,  sera  égal  à 


i  —  ia  cos 

(a5)      — —.(a"'  -  a"'-'  S,-K..±  S„-  q:  aS,/+l  ±...±  «"-"'S,); 

1  —  a-  v  "     '  v' 

or 

a"  —  a"-'  S,-h...±  Su>  =p  «-'  S«r+I  dz...±a-M*'Si,  =  o. 

Il  suit  de  là  que  la  formule  (a 5)  est  égale  à 

+  7^  (S„v,  {a -a-*)  -  S„<+2 («*  -  a~3)  -h...±  SJcï-'  -  a'"+"')), 

et,  en  ajoutant  toutes  les  formules  semblables,  nous  aurons 
A 


—  S«'+2 

qr  etc. 


B 
~6! 


Or,  je  dis  que  chacune  de  ces  quantités  est  séparément  égale  à  zéro. 
En  remplaçant  2  cos  a  par  z-hz~' ,  nous  aurons 

z'  Az      I     a  a~'     \ 

= +  etc. 

(1 — az)...(i — cz)[z  —  a)...(z  —  c)  1 — aJ\i  —  az  1  —  a    Kzj 

Si  nous  développons  les  deux  membres  de  cette  équation  selon  les 
puissances  positives  de  z,  la  puissance  la  moins  élevée  qui  se  trouvera 
dans  le  premier  membre  siéra  z".  Par  conséquent ,  nous  voyons  que 

— —  K  -  a-P)  +  -5-7-.  (bP  -  b-P)  4-  etc.  =  o , 

1 —  a7  v  '  1  —  b- 

Tome  IX.—  Décembre  i8|  ',  j:> 
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pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  p  qui  sont  moindres 
que  v,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Donc,  finalement,  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  u , 

2^  2    •••2    aXbï—  L'z  cosa(x  +j  -h...  z  —  u)  =  o. 
A  présent,  il  est  facile  de  voir  que 

(27)  ?   °     ° 

(        2i0JU\(a  —  b)...(a  —  c)~i~'"+  (c  —  a)...(c—b))' 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  cherchions. 

J'ai  démontré ,  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  Cambridge , 
une  équation  que  je  vais  reproduire  ici ,  afin  qu'on  puisse  la  comparer 
avec  l'équation  dernière.  Les  limites  étant  déterminées  par  l'inégalité 

x+y+...z<h, 


nous  aurons 


/  dx  fdy...    I  dz  e-"*-*r—  ■"  j\x  +  y  +...z) 

Jo        Jo  Jo 

=  £fudu  ({bJ)Z{c-a)  +-+  {a-W-c)..} 

Les  résultats  cpie  nous  avons  obtenus  sont,  ce  me  semble,  d'un 
genre  nouveau  :  c'est  pourquoi  je  pense  qu'ils  pourront  peut-être  in- 
téresser les  géomètres. 
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SUR   LES  RAYONS   DE   COURBURE    DES   COURBES   GÉOMÉTRIQUES  ; 
Pau  J    LIOUVILLE. 

Dans  le  tome  VI  de  ce  Journal  'page  4°3)>  j'ai  démontré  un  théo- 
rème de  géométrie  plane  dont  voici  l'énoncé  :  «  Si  par  les  points  d'in- 
»  tersection  d'un  cercle  donné  et  d'une  courbe  géométrique  on  mené 
»  des  normales  à  la  courbe  et  qu'on  les  prolonge  jusqu'à  leur  ren- 
»  contre  avec  une  transversale  quelconque  passant  par  le  centre  du 
»  cercle,  la  somme  des  valeurs  inverses  des  segments  compris  entre 
»  ce  centre  et  les  pieds  des  normales  sera  égale  à  zéro.  »  Admettons 
maintenant  que  le  cercle  dont  il  s'agit  soit  tangent  à  la  courbe  en  un 
point  M,  et  prenons  pour  transversale  la  droite  MO  qui  passe  par  le 
point  M  et  par  le  centre  O  et  qui  est  ainsi  perpendiculaire  à  la  courbe. 
Le  cercle  doit  être  considéré  comme  ayant  en  M  avec  la  courbe  deux 
points  communs  infiniment  voisins,  et  les  segments  qui  répondent  aux 
normales  menées  par  ces  points  ont  tous  deux  pour  valeur  la  dis- 
tance OC  du  point  O  au  centre  de  courbure  C  relatif  au  point  M.  Le 
théorème  précédent  fournira  donc  entre  OC  et  les  segments  relatifs  à 
tous  les  autres  points  de  rencontre  du  cercle  avec  la  courbe  géomé- 
trique une  relation  très-simple  qui  fera  connaître  cette  quantité,  et,  par 
suite,  le  rayon  de  courbure  MC.  Pour  que  cette  remarque  puisse  don- 
ner lieu  à  une  construction  géométrique  actuelle,  il  faut,  bien  en- 
tendu, que  tous  les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  du  cercle  soient 
réels,  en  sorte  que  le  degré  de  cette  courbe  étant  m,  il  y  ait,  outre  le 
point  de  contact  M,  d'autres  points  de  rencontre  en  nombre  [im  —  i). 
Cela  étant,  soient  menées  les  normales  à  la  courbe  en  ces \im—i)  points, 
et  soient  P,.. . ,  Q  les  pieds  des  normales  qui  se  trouvent  sur  la  droite  OC 
du  même  côté  que  C,  tandis  que  les  pieds  p,...,  q  des  autres  normales 
seront  du  côté  opposé.  On  aura 

ai  ii  i 

ôc~~  ôp  +--  +  ôty  —ôp  ~--—  oo' 
Telle  est  la  formule  qui  fera  connaître  OC. 
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NOTE 

SUR  L'INTÉGRALE    f ''('  +  *)  dx. 
Par  M.  J.-A.   SERRET. 


La  valeur  de  cette  intégrale,  donnée  par  M.  Bertrand  dans  le  pré- 
cédent volume  de  ce  Journal,  peut  être  obtenue  immédiatement  et 
sans  effectuer  aucune  intégration. 

Si .  en  effet ,  on  pose 


x  =  tang  9,      d'où      ^-^  =  do, 


elle  se  réduit  à 


C\                                       l         ^2  cos  (7  —  t) 
l  (  1  +  tang  9)  rf<p  =     /      /  ■ ^ L  da> 

Jf,  t/O  COSep  T 

=  ^  /2  +     /   '  /  cos  (  j  —  9  W9  —    I     leosfdcp, 

et  comme  les  deux  intégrales  du  second  membre  se  détruisent .  on 
aura  finalement 

Jo  ' 


dx  =  =  l: 


C.   Q.   F.  D. 


FIN    DU    NEUVIEME    VOLUME. 


Y/"" 


f/y"f//>       s/V         O  s  s  ///s  //  , 


/,„;■    ■         //  ■         ^y,,,  /      ■       r/„s/„.J/, 


h'i  <i- .  i. 


Fi*,  a. 


V  i  ov  4 . 


ûr*»»P*r  A.'  &i>rmjw 


Veurnal  </-  J/a//tr//ta//y//rs f>/t/r.r  t>/  apjtltfuêcf,   /'w/\_     ■'■' 


Es;  4 


D  F 


/k 


r/>,. 


'/,//,,,,?      s/>        A, ,  ss,,  /,  ,,  .       Ss,s,-    ■        '/_     ■        /Y,?,"'/      ■       /sssfss.j/ 


Ka\l. 


d'une  éçuatio/i  numérique,    s/'/uée  ,////;>  des  /imt'tes  données,  /;//■   !/  /'  Zoôa/fo 


M  /     MLf. 


f     M.      6         Mj 


Fie.  4- 


M                       M.    /, 

/, 

M.        Mi 

1 

; 

]' 

,ig 


Fio\8. 


Kio- 


Fijç.ia. 


Fia-  i.' 


',/,■  M.,,/,.,,,.,,,,/,,.,- /„„,.,  ,■/  ypfff***.  y..,,,, /.\     ./W//,^ 


We  ,«>  ■/«■/■/"■■  "■""■'■■'"■-  0'»"/<:'" /■'■r»«  -  '-'■™»»-  rù^ùmna  *  .<■■„,  r„c,„.-s  ,r„„,  «y«*<™  «-**~.  ■•""»•  ■■""■■  ■<'■■'  /""«-'  ■/""»<:'--'-  /-"■  *■  A'  /"/w//" 


Kg. 


ri u-  i. 


M  /      11/, 


Fïg.8. 


K,  ,,■,,,. 


■feg-  £%i£SÊL 


A- 


v  /*  K 


»M 


^      ^ 


It^' ' 


u  **<  >  M 


